2. R é um conjunto de relacoes » C D", n > 0, n é a aridade de r.

3. F é um conjunto de funcoes f: D™ — D, n > 0, n é a aridade de f.

Definicao 2.22 Sejam & =< D1, R, F1 > e & =< Dy, Ry, Fo > estruturas abs-

tratas. Diz-se que & é compativel com & se e somente se

1. Para cada f € F; de aridade n existe f* € F; de aridade n, e
2. Para cada r € R; de aridade n existe r* € Ry de aridade n.

3. Diz-se que & e & sao compativeis se e somente & é compativel com & e &

é compativel com &;.

Definicao 2.23 Sejam & =< Dy, Ry, F1 > e & < Dy, Ro, Fo > estruturas abstra-
tas compativeis e h : Dy — Dy uma fungao. Diz-se que h é um homomorfismo de

&, em &, se e somente se:

1. Para todo f € Fi, f* € F, de aridade n e ay,as, -+ ,a, € D
h(f(ar,az,- -+ an)) = f*(h(a1), h(az), -, h(an))
2. Para todo r € Ry, r* € R, de aridade n e ay,as,--- ,a, € D;

< ap,ag, -, a, >€r =< h(ay),h(as), -, h(a,) >€r*

Se h é uma bijegao diz-se que h é um isomorfismo de & em &. Note que se existe
um isomorfismo h de £ em &, h é uma bijecao, portanto h~! é um isomorfismo de

& em &;. Diz-se que & e & sao estruturas abstratas isomorfas.

Estruturas abstratas < D, R, F >, tal que R = {=} sao chamadas de estru-

turas algébricas ou simplesmente algebras.

2.6 Inducao Finita
As propriedades principais do conjunto dos nimeros naturais sao:
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1. Os nimeros naturais podem ser gerados a partir do nimero natural 0 via a

operacao de sucessor.

2. Quando uma propriedade numérica ocorre para um numero natural, e também
ocorre para o proximo nimero natural da geracao, entao a propriedade acon-

tecera para todos os niimeros naturais subseqiientes.

A segunda propriedade, chamada de principio da inducao finita, é tao geral

que merece uma consideracao especial.

Principio da inducgao finita Seja P uma propriedade de nimeros naturais. Se
0 possui a propriedade P, e ainda, quando n possui a propriedade a mesma P jun-

tamente com n + 1, entao tem-se que todo natural tem a propriedade P.

O principio da indugao é usado para demonstrar assergoes P sobre niimeros

naturais, e o procedimento de demonstracao tem os seguintes passos:

(a) Base da indugao (BI): mostrar que 0 satisfaz a assergao P.

(b) Hipétese de inducao (HI): supor que o niimero natural k satisfaz a assergao P,

e demonstrar que:
(c) Passo de indugao (PI): k + 1 satisfaz a asser¢ao P

(d) Conclusao da indugao (CI): de (a), (b) e (c) concluir que todo natural n satisfaz

a assercao P.

Exemplo 2.18 Proveque0+1+2+3+---+k:%.

BI Se £k =0 temos 0 = 0'(0;1)

HI Suponha vélido para k =n,ouseja0+1+---+n = %

PI Para k =n + 1, temos

0+14+2+ - +n+n+1) =20y (1) por HI
n.(n+l) | 2.(n+1)
2 + 2
_ (nt1).(n+2)
2
(41 (n+1)+1)
2
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CI A propriedade é vélida.

Para que o principio da inducao finita possa ser utilizado na demonstracao
de uma propriedade de um conjunto devemos ter que este ¢ bem-ordenado, como
os N. Um conjunto A é bem-ordenado se existe uma relacao de ordem total < para

A e todo subconjunto nao-vazio X de A possui um tnico elemento minimal.

Em geral, podemos aplicar o principio da inducao a conjuntos bem fun-
dados, um conceito mais abrangente que bem-ordenado. Um conjunto A é bem-
fundado se existe uma relacao de ordem parcial < para A e todo subconjunto nao-
vazio X de A possui um elemento minimal. Neste caso pode-se ter um numero infi-
nito de elementos minimais. Esta propriedade é fundamental para que seja possivel
utilizar inducao em um conjunto pois caso contrario nao se poderia verificar a base
de indugao, que sao os elementos minimais (no caso do conjunto N, o 0). Para os
conjuntos bem-fundados tem-se o seguinte principio geral da inducao, ou indugao

completa.

Principio geral da indugao Seja < A, <> uma ordem com A bem-fundado e seja
P uma propriedade dos elementos de A. Se todo l <k, [,k € A, tem a propriedade

P, e k tem a propriedade P entao todo x € A tem a propriedade P.

Inducao é muito utilizada para definir objetos, conjuntos, relagoes e funcoes.
Isto acontece quando temos uma expressao geral que define tais individuos como

membros de uma classe ou familia. Observe o exemplo a seguir.

Exemplo 2.19 Seja A ={J, 0}, C' o conjunto de concatenagées dos elementos de

Ae F ={f} onde:
f(Ox) = Ox0
f(0z) = 0aO
assim tem-se a seguinte definicao de um conjunto chamado O:
(a) A={0O0,0} CO;

(b) Se z € O entao f(x) € O;

(c) Os tnicos elementos de O s@o os objetos satisfazendo os itens (a) e (b) acima.
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E fécil verificar que (1, OO sdo elementos de O, porém O nao é um elemento de

O .

No Exemplo [2.19, o conjunto O ¢ indutivo em A. O item a. é a clausula
basica da definicao, o item b. é a clausula de inducao e c. a clausula de fechamento.
A é o conjunto bésico ou inicial e f é a fungao geradora. Diz-se também que O é

definido por indugao a partir de A por f.

Observe no préximo exemplo, a definicao indutiva dos niimeros naturais a

partir da fungao sucessor.

Exemplo 2.20 O conjunto dos nimeros naturais N é uma classe indutiva. O con-
junto A é o conjunto {0}, e a fungao é a operacao de sucessor, que soma 1 a um

numero natural:

(a) 0 é um numero natural;
(b) Se @ é um numero natural entao o sucessor de a é um nimero natural.

(c) Os tinicos numeros naturais sao os objetos satisfazendo os itens (a) e (b) acima

Os exemplos e obedecem ao esquema geral de definicoes indutivas,

apresentado a seguir.

Definicao 2.24
Conjunto Indutivo Sejam D e A C D conjuntos, e F' um conjunto de funcgoes
f:DF = D, k> 0. Diz-se que um conjunto B ¢ indutivo em A, se e somente:
1. ACB;
2. Se ay,ag, -+ ,ar € B entao f(ay,as, -+ ,a;) € B para toda f € F;
Fecho Indutivo Diz-se que B é definido por inducao se B é a intersecao de todos

os conjuntos indutivos em A, também chamado “fecho indutivo”de A sob F.

Observe que o fecho indutivo é o menor conjunto indutivo em A. Alter-
nativamente, pode-se ter uma definicao mais construtiva do fecho indutivo de um

conjunto, como se segue.
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Definicao 2.25 Sejam D e A C D conjuntos, e ' um conjunto de funcgoes f :
D*¥ — D, k > 0. Dizemos que um conjunto B é definido por inducdo em A, se e
somente existe uma seqiiéncia By, By, - - tal que:
1. Bp=A
2. Bip1 = BiU{f(a1, a2, -+ ,a)|f € F, ar, a9, ,ax € By}
Fica para o leitor a demonstragao de que as duas defini¢coes acima se equiva-
lem. Freqiientemente serao definidos conjuntos de objetos possuindo uma estrutura

formal, tal como o conjunto do exemplo [2.19, Pretende-se demonstrar propriedades

destes conjuntos.

Exemplo 2.21 Sejam os conjuntos A,C' e O como definidos no exemplo [2.19]
Entao, todo elemento de O é O --- O ou Q-+, n € N.
N—— ——

n n

(a) Base de Indugao (BI): é vélido para o conjunto inicial A = {[J, 0} basta fazer

n=>0
(b) Hipdtese de Inducao (HI): supondo a; satisfaz a propriedade para algum n

(c) Passo de Indugao (PI): entao:

n n+1
2. f(O0---0)=00---00
n n+1

satisfazem a propriedade para n + 1.

(d) Conclusao de Indugao (CI): (a), (b) e (c) satisfazem a assercao.

2.7 Alfabetos e Linguagens

Os dados no computador sao organizados através de seqiiéncias de bits, re-

presentados pelos simbolos 0 e 1. Sob esta Otica, entende-se como desejavel estudar
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a matematica de cadeias de simbolos. Desta foma, define-se como alfabeto ()
um conjunto, em geral finito, de simbolos (¢) chamados de letras. Entende-se por

simbolo todo sinal grafico satisfazendo os seguintes critérios:

1. As letras devem possuir uma estrutura espacial que facilite sua reproducao e
reconhecimento. Por exemplo: [0, A |, . Como contra-exemplo o leitor pode

imaginar figuras complicadas como rubricas pessoais, tais como bf.

2. As letras devem possuir uma estrutura que impossibilite decomposicoes ho-

rizontais. Assim, nao seria uma escolha apropriada, pois é composta

« H77

o

horizontalmente de dois sinais iguais (“|”e “|”); no entanto, “~’e “=="seriam

escolhas adequadas - apesar de poderem ser decompostas verticalmente.

3. Para a construcao de alguns sistemas, existe a necessidade de um suprimento
infinito de letras, assim deve-se exigir que elas possam ser produzidas de modo

uniforme.

Y ={*]} e Xy = {0, A, ©} satisfazem os critérios 1., 2. e 3. descritos acima.

Exemplo 2.22 O alfabeto romano é dado por {a,b,---,z}, o alfabeto bindrio é

composto por {0, 1}, e alfabeto hexadecimal por {0,1,--- 9, A, B,--- | F'}

Expressoes ou cadeias sao seqiiencias de letras justapostas horizontalmente,
tendo seus limites claramente identificados por interespaco separador - com mesma
funcao que o espaco em branco na escrita convencional. Assim, uma string em um
alfabeto ¥ é uma seqiiéncia finita de simbolos deste alfabeto. O comprimento de

uma string w, denotado por |w|, é a contagem de simbolos pertencentes a string.

Exemplo 2.23 [101| = 3 e |inconstitucionalissimamente| = 27

Uma string que nao possua nenhum simbolo, isto é, de comprimento 0, é
chamada de string vazia, e é denotada por A. Assim, seja ¥ um alfabeto, uma

cadeia (expressao, string) em ¥ é:

1. A, é uma cadeia nula e seu comprimento |A| = 0, ou
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2. uma letra ¢ € ¥ e seu comprimento |o| = 1.

3. Se x é uma cadeia em X e o € X uma letra, entao xo é uma cadeia em Y. Se

o comprimento |x| = n entdo o comprimento de |xo| =n + 1.

Deste modo, OA e O ® OA sao expressoes no alfabeto 5. Além disto, o conjunto
de todas as strings, incluindo A, sobre o alfabeto > é denotado por ¥*. Assim, o

conjunto X* para 3 = {a,b} é dado por ¥* = {A, a, b, aa, bb, ab, ba, aaa, - - - }

A operacao de concatenac¢do que se resume a justapor um simbolo a uma
cadeia. Além disto, esta operacao é associativa. Por exemplo, a concatenacao de A
com [J é a cadeia JA . Podemos generalizar esta operacao para a concatenacao de
duas cadeias; assim o comprimento da cadeia resultante é a soma dos comprimentos
das cadeias concatenadas. Por exemplo, (A concatenada com OO OA é OA TG
OA.

Palavras sao expressoes que respeitam determinados critérios explicitos para
sua formagao. Desta forma pode-se explicitar o seguinte critério de formacao para

as palavras em :

Critério 1: As unicas palavras sao as expressoes onde nao aparecam mais que duas

ocorréncias sucessivas de “*”e ndo menos que duas de “|”em seqiiéncia.

Utilizando-se este critério, conclui-se (informalmente) que, * * ||* é uma pa-

¢L|77

lavra, e que * x |* nao é, pois possui menos que duas ocorréncias sucessivas de

Seja a string w. Um simbolo ¢ € ¥ na posicao j € [1,|w]|] é chamado de
ocorréncia de o, e é denotado por w(j) = o. A palavra casa, por exemplo, possui
as seguintes ocorréncias: w(1) = ¢, w(2) = a, w(3) = s e w(4) = a. E importante
ressaltar que as ocorréncias w(2) e w(4) estao associadas a um mesmo simbolo a,

porém, ainda assim sao ocorréncias distintas.

R

O inverso de uma string w, denotado por w™, é a string escrita de tras para

frente. Por exemplo, para a string w = casa, tem-se que seu inverso ¢ dado por

w’ = asac. Neste sentido a definicao apresenta a formalizagao deste conceito.

Definigao 2.26 O inverso w’ de uma string w é definido como:
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1. Se |w| = 0 entdo wf* = w = A;

R _ R

2. Se lwl=n+1>0, w=ua, a €Y entdao w au';

Algumas strings recebem nomes particulares de acordo com suas proprieda-

des. As strings de letras nas quais w?

= w sao chamadas de palidromes, como por
exemplo, “reviver”, “osso”, “arara”. A cultura popular também consagrou algu-
mas expressoes como palidromes, ainda que nao detanham o rigor matematico aqui
apresentado, por conta da presenca de espacos em branco. Entre estas, podemos

citar “luz azul”, “socorram-me subi no onibus em Marrocos”e “seco de raiva coloco

no colo caviar e doces” .

R — 4 sdo chamadas de

As strings de numeros, por sua vez, nas quais w
capicua, como por exemplo, 10022001 (que poderia ser a data 10Fev2001), ou ainda

o nimero 9 no alfabeto binario (1001).

Exemplo 2.24 Mostre que dados duas strings quaisquer x e w, (a:w)R = w'w

como por exemplo (casa)™ = (sa)® (ca)™ = asac.

Demonstracao por Inducao

1. Base de Inducao (BI):
lz] =0—=2=A

(zw)" = (Aw)® = wh = wRA = wRAR = whyR
2. Hipétese de Inducdo (HI): (zw)® = wBz® para |z| =n — 1

3. Passo de Indugao (PI):
Sejay =azx, |yl =n, |z]=n—1e|a| =1

(yw)" = ((az) w)" = (a(2w))" = (2w)" a = whizta = wF (az)" = why"

4. Conclusao de Indugao (CI): (1), (2) e (3) demonstram a assergao.
Definigao 2.27 [Linguagem| Seja 3 um alfabeto. Entao:

1. Define-se o conjunto ©* da seguinte maneira: seja ¥° = {A} e X' = 3 U
{zo |z € ¥ e 0 € X}, entdo T* = |J;7, X', Ou seja, £* é o conjunto de todas

as cadeias em ..
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2. Diz-se que £ é uma linguagem em X se e somente se £ C ¥* (em geral, uma

linguagem é um conjunto definido por uma propriedade).

Exemplo 2.25 Dado o alfabeto ¥ = {{0, A, ®}
£L={0,0A,006,A)}

¢ uma linguagem em 3.

2.8 Objetos Finitos e Espacos

Um objeto é finito se sua especificacao requer apenas uma quantidade finita
de informagao. Um nimero natural é um objeto finito que pode ser especificado pela
sua representagao arabica. Nem todo ntimero real é um objeto finito. Por exemplo,
existem numeros reais transcendentes, cuja especificacao poderia ser dada apenas
exibindo uma série infinita de termoﬂ Uma n—tupla de objetos finitos é também
um objeto finito, desde que pode ser especificada pela enumeracao finita de suas
n componentes. Uma classe finita de objetos finitos é também um objeto finito,
mas uma classe infinita de objetos em geral nao é um objeto finito. Um espago
é qualquer conjunto X de objetos finitos tal que, dado um objeto finito qualquer,

sempre é possivel verificar efetivamente sua pertinéncia a X. Por exemplo:

1. A classe de nimeros naturais;
2. Se A e B sao espacos entao A X B;
3. A classe dos niimeros naturais divisivel por 5.
Note que a classe de funcoes f : N — N nao é um espago pois seus objetos

nao sao em geral finitos. Um dos objetivos deste livro é estudar que classe de fungoes

possui representacoes finitarias, sendo, portanto objetos finitos.

5E claro que os transcendentes conhecidos tém uma especificacdo aparentemente finita, por
exemplo 7, como sendo a razao entre o dobro do comprimento de qualquer circunferéncia para o
seu raio, mas estamos aqui aceitando como um fato que trata-se de um caso particular e nao uma

regra.
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