Se x = 2, entao

Plx) = Q(f(x),a) = P(2) = Q(f(2),a)
= P2)—=Q(11)
= 1=1=1

Uma vez que P(z) — Q(f(z),a) é 1 para todos os elementos z no dominio D, a

formula G = 1 sob a intepretacao 1.

4.4 Forma Normal Prenex

Em légica proposicional foram introduzidos os conceitos de formas normais
conjuntivas e disjuntivas. Em légica de primeira ordem também existe uma forma
normal, neste caso conhecida como forma normal prenexr. A razao principal para
se considerar férmulas escritas em forma normal prenex deve-se as tentativas de

simplificar o processo de prova, conforme serd visto mais adiante.

Defini¢ao 4.11 [Forma Normal Prenex] A férmula F' em légica de primeira ordem
é dita esta em forma normal prenex se e somente a férmula F' encontra-se segundo
o padrao (Q1x1) ... (Qux,)(M), onde (Q;x;) pode ser tanto (Vx;) como (Jz;), e M
uma férmula sem quantificador algum. (Qix1)...(Q,z,) sdo chamados de prefixo

e M de matriz da férmula F'.

Deste modo, na Formula Normal Prenex, o escopo dos quantificadores deve
ser a féormula inteira. Assim, a férmula (Vz)(Vy)(P(z,y) A Q(y)) e a férmula
(Vx)(Vy)(32)(Q(x,y) — R(z)) encontram-se na forma normal prenex. As regras
de equivaléncia para normalizacao previstas na Tabela de légica proposicional
continuam validas para a légica de primeira ordem. Entretanto, para a logica de
primeira ordem também existem algumas outras regras de equivaléncia validas, tal
como apresentado na Tabela[4.9] cujas as demonstragdes sao simples e deixadas para
o leitor. Na tabela, considere que GG é uma féormula que nao contém a varidvel x, e

ainda, () pode ser tanto o quantificador V, como o 4.

Neste momento, é importante observar que o quantificador universal V e o
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Tabela 4.9: Regras de equivaléncia para normalizacao prenex.

rla) (Qz)F[z]VG = (Qz)(Flx]V Q)

r.1b) (Qz)F[z] NG = (Qz)(F[z] A G)

r2a) ~((V2)Fla]) = (Be)(=Flz))

r2) ~((3)Fla]) = (Va) (~Flz))

r.3a) (Vz)Flz] A (Vz)H|x] = (Vo) (Flz] A H[z])
r.3b) (Jz)F[z] Vv (z)H[z] = (Fz)(Fz] V H[z])

quantificador existencial 4 nao sao distributivos sobre os conectivos V e A, respec-

tivamente. Isto é,

Para casos como estes é preciso usar de alguns artificios. Uma vez que a variavel
ligada na férmula pode ser considerada como uma varidavel qualquer (ordindria),
toda variavel = pode ser renomeada para z, e a férmula (Va)H|[z] é alterada para
(Vz)H|z]. Suponha que foi escolhida uma varidvel z que nao aparece em F[z]. Assim

tem-se,

(Vo)Flz] vV (Vx)H[zx] = (Vx)F[z]V (Vz)H|[z]
= (Vo) (Vz)(Flz] v Hz])

Similarmente tem-se,

(Jz)Flz] A (3x)H|z]

(Jz)Flx] A (32)H|Z]

(32)(32)(Fla] A H[2])

De modo geral, o processo pra transformar férmulas quaisquer para uma

representacao na forma normal prenex segue um processo sistematico, tal como
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descrito no Algoritmo
Data: Formula da légica de 1* ordem desnormalizada
Result: Férmula da logica de 1* ordem na forma normal prenex
while ezistem conectivos — e <+ do
Substituir: F' < G = (F — G) A
Substituir: F' — G = ~F V G;

(G — F);

end

while — nao estd o mais prozimo possivel dos dtomos do

Substituir: —(=F) = F}

Substituir: =(F V G) = -F A -G,

Substituir: =(F A G) = -F V —G;

Substituir: ~((vz)Fla]) = (32)(~F[z]);

Substituir: ~((3x) F[z]) = (Vr)(~Fz]);
end

Renomear as varidveis ligadas se necessario;

while os quantificadores nao estiverem todos na esquerda da formula do

Substituir: (Qz)F[z]V G = (Qz)(Flz] vV G);

Substituir: (Qz)F[z] A G = (Qz)(Flz] A G);

Substituir: (Vz)F[z] A (Vz)H|z] = (Vx)(F[z] A Hz));
Substituir: (Jz)F[z] V (Fz)H|z] = (3x)(F[z] vV Hlz));
Substituir: (Q12)F[z] V (Qx)H[z] = (Q12)(Q22)(F[z] V H[z]);
Substituir: (Qsz) Flz] A (Qaz) H[z] = (Qs7)(Quz) (Fla] A H[2]);

end
Algoritmo 4.1: Transformacao de férmulas para a forma normal prenex

Exemplo 4.7 Transforme a férmula (Va)P(x) — (3x)Q(x) para forma normal pre-

nex.

G = (¥

z)P(r) = (37)Q(x)

~((Vr)P(x)) v (B2)Q(z)

(Bz)(=P(2)) V (F2)Q(2))
(

(Bz)(=P(x) v Q(x))

Exemplo 4.8 Obtenha a forma normal prenex para a férmula (Vz)(Vy)(((32) P(z, 2)A
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(32)P(z,2) A P(y, 2)) = Bu)Q(x, y,u))
3z)P(x,2) A P(y, 2))) V (3u)Q(x, y, u))
(V2)(=P(z,2) V =Py, 2)) V (Fu)Q(z,y, u))
Vz)(Fu)(=P(x, 2) V =Py, 2) V Q(z,y,u))

— ~—~~
]
—~
A

4.5 Forma de Normal de Skolen

Nas secoes anteriores foi estudado como transformar uma férmula na forma
normal prenex, e também descrito como transformar a matriz em forma normal
conjuntiva. Nesta secao sera verificado como eliminar os quantificadores existenciais
empregando a forma normal de Skolenﬂ. Observe que se GG esta na Forma Normal
de Skolem se ela é oriunda de uma Prenex H, cujos quantificadores existenciais
(3) foram retirados por Skolem. E importante observar que G # H, mas H é
insatisfativel se e somente se G também for, e esta é a razao principal para estuda-

la.

Seja uma formula F' ji na forma normal prenex (Q121) ... (Qn2,) M, onde M
¢ uma forma normal conjuntiva. Suponha que @), seja um quantificador existencial
no prefixo (Q1z1) -+ (Qnzy), 1 <r < n. Se nenhum quantificador universal estiver
a esquerda de @,, escolhe-se uma nova constante ¢ diferente das outras constantes
de M, substitui-se por ¢ todas as ocorréncias de x, em M e apaga-se Q,z, do
prefixo. Se Qq1, ... Qsmn sao quantificadores universais que antecedem @, 1 < s1 <
S9... < 8y < r, escolhe-se uma funcao de aridade m diferente dos outros simbolos
funcionais, substitui-se todos os z, em M por f(zg,Zs, ... Tsn) € apaga-se (Q,z,)
do prefixo. Quando este processo alcanca todos os quantificadores existenciais do
prefixo, diz-se que a féormula F' encontra-se na forma de Skolen. As funcoes e as
constantes utilizadas na substituicdo dos quantificadores existenciais sao chamadas

de fungoes de skolenizacao.

Exemplo 4.9 Obtenha a forma de Skolen para a férmula:

(Fx)(Vy) (Vz2)(Fu) (Vo) (Fw) Pz, y, 2, u, v, w)

!Thoralf Albert Skolem(23 de maio de 1887 - 23 de marco de 1963), matemdtico noruegués.
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Nesta férmula, (3x) ndo é precedido por qualquer quantificador universal, (Ju) é
precedido por (Vy) e (Vz), enquanto que (Jw) é precedido por (Vy), (Vz) e (Vo).
Deste modo, substitui-se a variavel existencial x pela constante a, u pela funcao de
aridade dois f(y,z) e w pela fun¢ao de aridade trés g(y, z,v). Assim, obtém-se a

seguinte formula: (Vy)(Vz) (Vo) P(a,y, 2z, f(y, 2),v,9(y, 2, v)).

Exemplo 4.10 Obtenha a forma de Skolen para a férmula:

(V) (Fy) (F2) (=P (z,y) AQ(x,2)) V R(x, y, 2))

Primeiro a matriz é transformada em forma normal conjuntiva:

(Vo) (3y)32)((=P(z,y) vV Rz, y, 2)) AMQ(z,2) V R(2,y, 2)))

Enfim, uma vez que (Jy) e (3z) sdo precedidos por (Vx), as varidveis existenciais y e
z sao substituidas, respectivamente pelas fungoes f(x) e g(x). Deste modo, obtém-se

a seguinte forma de Skolen:

(V) (=P (z, f(x) V Rz, [(x), 9(2))) AN(Q(x, g(x)) V R(z, f(x),9(x))))

Seja, por exemplo, a férmula (Vz)(Jy)é_parente-de(y, x), cujo entendimento
é que toda pessoa z tem ao menos um parente y. Se simplesmente trocarmos para
(Vx)é_parente-de(Jodo, z) acabaria-se por fazer uma interpretagao incorreta uma vez
que esta formula indica que Joao é parente de todas as pessoas x. A interpretagao
correta é que a variavel x deveria ser substituida por um ”parente genérico”do
dominio de y, sem ser uma variavel. Desta forma, é razoavel fazer y = f(x), pois y

depende de z. Logo a substituicao correta ¢ (Va)é_parente-de(f(x), x).

Definicao 4.12 [Clausula] Uma cldusula é uma disjuncao de literais.

As disjungoes = P(z, f(z))V R(z, f(x), g(x)) e Q(z, g(x))V R(z, f(x), g(x)) na
forma de skolen do Exemplo sao cldusulas. Um conjunto S de clausulas ¢ o con-
junto de todas as clausulas, onde cada varidvel em S é considerada como sendo quan-
tificada por um quantificador universal. Deste modo, as formas de Skolen podem ser

escritas como um conjunto de clausulas. Por exemplo, a forma de Skolen do Exemplo
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4.10|pode ser representada pelo conjunto {—~P(z, f(z)) V R(z, f(z),9(x)), Q(x,g9(x)) V R(x, f(x), g(z)
O conjunto S de clausulas serda um ponto chave no procedimento para prova au-

tomaética de teoremas.

4.6 Teorema de Herbrand

Até o presente momento, foi apresentado um ferramental de suporte para ser
empregado na prova de teoremas. Nesta secao serao consierados os procedimentos
desta prova. A tarefa de se encontrar um procedimento para averiguar a validade
(consisténcia) de uma férmula foi uma tarefa estudada no passado. Primeiramente
foi tentado por Leibniz, e em seguida por Peano quase duzentos anos depois, proximo
a virada para o século XX. Na década de 1920 foram dados os primeiros passos
efetivos neste sentido por Herbrand, mas foi s6 em 1936, através de Church e Turing
que isso se mostrou ser uma tarefa impossivel. De forma independente, tanto Church
como Turing mostraram que nao existe um procedimento genérico para checar a
validade de férmulas em logica de primeira ordem. Entretanto, para o caso especifico
no qual as férmulas sao de fato validas, existem procedimentos que podem chegar a
esta conclusao. Para o caso em que as férmulas nao sao validas, estes procedimentos
nunca se encerram. Sob a Otica de Church e Turing, esta é, na melhor das hipdteses,

a situacao limite que se pode atingir com estes procedimentos de prova.

Uma abordagem importante para a prova automatica de teoremas foi dada
por Herbrandﬂ em 1931. Por defini¢ao, uma férmula é valida se ela assumir valores
1 para todas as interpretacoes. Herbrand propos um algoritmo para encontrar uma
interpretacao que refuta uma determinada féormula. Todavia, se uma féormula real-
mente é valida, tal interpretacao nao devera existir, e seu algoritmo devera abortar
ap6s um numero finito de tentativas. Seu método era impraticavel de se aplicar até
a invencao do computador digital. S6 apds o artigo de Robinson [64], [65] em 1965,

junto com o desenvolvimento do principio da resolucao, foi possivel o desenvolvi-

2Jacques Herbrand (1908-1931) foi um matemaético francés, cujo estudo principal foi a teoria
de demonstragao e as fungoes recursivas gerais intitulado ”On the consistency of arithmetic”. Em
uma escalada dos Alpes franceses com dois amigos, caiu nas montanhas de granito do Massif des

Ecrins e morreu. ”On the consistency of arithmetic”foi publicado postumamente.
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