
Se x = 2, então

P (x)→ Q(f(x), a) = P (2)→ Q(f(2), a)

= P (2)→ Q(1, 1)

= 1→ 1 = 1

Uma vez que P (x) → Q(f(x), a) é 1 para todos os elementos x no domı́nio D, a

fórmula G = 1 sob a intepretação I.

4.4 Forma Normal Prenex

Em lógica proposicional foram introduzidos os conceitos de formas normais

conjuntivas e disjuntivas. Em lógica de primeira ordem também existe uma forma

normal, neste caso conhecida como forma normal prenex. A razão principal para

se considerar fórmulas escritas em forma normal prenex deve-se às tentativas de

simplificar o processo de prova, conforme será visto mais adiante.

Definição 4.11 [Forma Normal Prenex] A fórmula F em lógica de primeira ordem

é dita esta em forma normal prenex se e somente a fórmula F encontra-se segundo

o padrão (Q1x1) . . . (Qnxn)(M), onde (Qixi) pode ser tanto (∀xi) como (∃xi), e M

uma fórmula sem quantificador algum. (Q1x1) . . . (Qnxn) são chamados de prefixo

e M de matriz da fórmula F .

Deste modo, na Fórmula Normal Prenex, o escopo dos quantificadores deve

ser a fórmula inteira. Assim, a fórmula (∀x)(∀y)(P (x, y) ∧ Q(y)) e a fórmula

(∀x)(∀y)(∃z)(Q(x, y) → R(z)) encontram-se na forma normal prenex. As regras

de equivalência para normalização previstas na Tabela 4.5 de lógica proposicional

continuam válidas para a lógica de primeira ordem. Entretanto, para a lógica de

primeira ordem também existem algumas outras regras de equivalência válidas, tal

como apresentado na Tabela 4.9, cujas as demonstrações são simples e deixadas para

o leitor. Na tabela, considere que G é uma fórmula que não contém a variável x, e

ainda, Q pode ser tanto o quantificador ∀, como o ∃.

Neste momento, é importante observar que o quantificador universal ∀ e o
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Tabela 4.9: Regras de equivalência para normalização prenex.

r.1a) (Qx)F [x] ∨G ≡ (Qx)(F [x] ∨G)

r.1b) (Qx)F [x] ∧G ≡ (Qx)(F [x] ∧G)

r.2a) ¬((∀x)F [x]) ≡ (∃x)(¬F [x])

r.2b) ¬((∃x)F [x]) ≡ (∀x)(¬F [x])

r.3a) (∀x)F [x] ∧ (∀x)H[x] ≡ (∀x)(F [x] ∧H[x])

r.3b) (∃x)F [x] ∨ (∃x)H[x] ≡ (∃x)(F [x] ∨H[x])

quantificador existencial ∃ não são distributivos sobre os conectivos ∨ e ∧, respec-

tivamente. Isto é,

(∀x)F [x] ∨ (∀x)H[x] 6= (∀x)(F [x] ∨H[x])

(∃x)F [x] ∧ (∃x)H[x] 6= (∃x)(F [x] ∧H[x])

Para casos como estes é preciso usar de alguns artif́ıcios. Uma vez que a variável

ligada na fórmula pode ser considerada como uma variável qualquer (ordinária),

toda variável x pode ser renomeada para z, e a fórmula (∀x)H[x] é alterada para

(∀z)H[z]. Suponha que foi escolhida uma variável z que não aparece em F [x]. Assim

tem-se,

(∀x)F [x] ∨ (∀x)H[x] ≡ (∀x)F [x] ∨ (∀z)H[z]

≡ (∀x)(∀z)(F [x] ∨H[z])

Similarmente tem-se,

(∃x)F [x] ∧ (∃x)H[x] ≡ (∃x)F [x] ∧ (∃z)H[z]

≡ (∃x)(∃z)(F [x] ∧H[z])

De modo geral, o processo pra transformar fórmulas quaisquer para uma

representação na forma normal prenex segue um processo sistemático, tal como
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descrito no Algoritmo 4.1

Data: Fórmula da lógica de 1a ordem desnormalizada

Result: Fórmula da lógica de 1a ordem na forma normal prenex

while existem conectivos → e ↔ do

Substituir: F ↔ G ≡ (F → G) ∧ (G→ F );

Substituir: F → G ≡ ¬F ∨G;

end

while ¬ não está o mais próximo posśıvel dos átomos do

Substituir: ¬(¬F ) ≡ F ;

Substituir: ¬(F ∨G) ≡ ¬F ∧ ¬G;

Substituir: ¬(F ∧G) ≡ ¬F ∨ ¬G;

Substituir: ¬((∀x)F [x]) ≡ (∃x)(¬F [x]);

Substituir: ¬((∃x)F [x]) ≡ (∀x)(¬F [x]);

end

Renomear as variáveis ligadas se necessário;

while os quantificadores não estiverem todos na esquerda da fórmula do

Substituir: (Qx)F [x] ∨G ≡ (Qx)(F [x] ∨G);

Substituir: (Qx)F [x] ∧G ≡ (Qx)(F [x] ∧G);

Substituir: (∀x)F [x] ∧ (∀x)H[x] ≡ (∀x)(F [x] ∧H[x]);

Substituir: (∃x)F [x] ∨ (∃x)H[x] ≡ (∃x)(F [x] ∨H[x]);

Substituir: (Q1x)F [x] ∨ (Q2x)H[x] ≡ (Q1x)(Q2z)(F [x] ∨H[z]);

Substituir: (Q3x)F [x] ∧ (Q4x)H[x] ≡ (Q3x)(Q4z)(F [x] ∧H[z]);

end

Algoritmo 4.1: Transformação de fórmulas para a forma normal prenex

Exemplo 4.7 Transforme a fórmula (∀x)P (x)→ (∃x)Q(x) para forma normal pre-

nex.

G = (∀x)P (x)→ (∃x)Q(x)

≡ ¬((∀x)P (x)) ∨ (∃x)Q(x)

≡ (∃x)(¬P (x)) ∨ (∃x)Q(x))

≡ (∃x)(¬P (x) ∨Q(x))

Exemplo 4.8 Obtenha a forma normal prenex para a fórmula (∀x)(∀y)(((∃z)P (x, z)∧
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P (y, z))→ (∃u)Q(x, y, u)).

G = (∀x)(∀y)((∃z)P (x, z) ∧ P (y, z))→ (∃u)Q(x, y, u))

G ≡ (∀x)(∀y)(¬((∃z)P (x, z) ∧ P (y, z))) ∨ (∃u)Q(x, y, u))

≡ (∀x)(∀y)((∀z)(¬P (x, z) ∨ ¬P (y, z)) ∨ (∃u)Q(x, y, u))

≡ (∀x)(∀y)(∀z)(∃u)(¬P (x, z) ∨ ¬P (y, z) ∨Q(x, y, u))

4.5 Forma de Normal de Skolen

Nas seções anteriores foi estudado como transformar uma fórmula na forma

normal prenex, e também descrito como transformar a matriz em forma normal

conjuntiva. Nesta seção será verificado como eliminar os quantificadores existenciais

empregando a forma normal de Skolen1. Observe que se G está na Forma Normal

de Skolem se ela é oriunda de uma Prenex H, cujos quantificadores existenciais

(∃) foram retirados por Skolem. É importante observar que G 6≡ H, mas H é

insatisfat́ıvel se e somente se G também for, e esta é a razão principal para estudá-

la.

Seja uma formula F já na forma normal prenex (Q1x1) . . . (Qnxn)M , onde M

é uma forma normal conjuntiva. Suponha que Qr seja um quantificador existencial

no prefixo (Q1x1) · · · (Qnxn), 1 ≤ r ≤ n. Se nenhum quantificador universal estiver

a esquerda de Qr, escolhe-se uma nova constante c diferente das outras constantes

de M , substitui-se por c todas as ocorrências de xr em M e apaga-se Qrxr do

prefixo. Se Qs1, . . . Qsm são quantificadores universais que antecedem Qr, 1 ≤ s1 <

s2 . . . < sm < r, escolhe-se uma função de aridade m diferente dos outros śımbolos

funcionais, substitui-se todos os xr em M por f(xs1, xs2, . . . xsm) e apaga-se (Qrxr)

do prefixo. Quando este processo alcança todos os quantificadores existenciais do

prefixo, diz-se que a fórmula F encontra-se na forma de Skolen. As funções e as

constantes utilizadas na substituição dos quantificadores existenciais são chamadas

de funções de skolenização.

Exemplo 4.9 Obtenha a forma de Skolen para a fórmula:

(∃x)(∀y)(∀z)(∃u)(∀v)(∃w)P (x, y, z, u, v, w)

1Thoralf Albert Skolem(23 de maio de 1887 - 23 de março de 1963), matemático norueguês.
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Nesta fórmula, (∃x) não é precedido por qualquer quantificador universal, (∃u) é

precedido por (∀y) e (∀z), enquanto que (∃w) é precedido por (∀y), (∀z) e (∀v).

Deste modo, substitui-se a variável existencial x pela constante a, u pela função de

aridade dois f(y, z) e w pela função de aridade três g(y, z, v). Assim, obtém-se a

seguinte fórmula: (∀y)(∀z)(∀v)P (a, y, z, f(y, z), v, g(y, z, v)).

Exemplo 4.10 Obtenha a forma de Skolen para a fórmula:

(∀x)(∃y)(∃z)((¬P (x, y) ∧Q(x, z)) ∨R(x, y, z))

Primeiro a matriz é transformada em forma normal conjuntiva:

(∀x)(∃y)(∃z)((¬P (x, y) ∨R(x, y, z)) ∧ (Q(x, z) ∨R(x, y, z)))

Enfim, uma vez que (∃y) e (∃z) são precedidos por (∀x), as variáveis existenciais y e

z são substitúıdas, respectivamente pelas funções f(x) e g(x). Deste modo, obtém-se

a seguinte forma de Skolen:

(∀x)((¬P (x, f(x)) ∨R(x, f(x), g(x))) ∧ (Q(x, g(x)) ∨R(x, f(x), g(x))))

Seja, por exemplo, a fórmula (∀x)(∃y)é parente-de(y, x), cujo entendimento

é que toda pessoa x tem ao menos um parente y. Se simplesmente trocarmos para

(∀x)é parente-de(João, x) acabaŕıa-se por fazer uma interpretação incorreta uma vez

que esta fórmula indica que João é parente de todas as pessoas x. A interpretação

correta é que a variável x deveria ser substitúıda por um ”parente genérico”do

domı́nio de y, sem ser uma variável. Desta forma, é razoável fazer y = f(x), pois y

depende de x. Logo a substituição correta é (∀x)é parente-de(f(x), x).

Definição 4.12 [Cláusula] Uma cláusula é uma disjunção de literais.

As disjunções ¬P (x, f(x))∨R(x, f(x), g(x)) e Q(x, g(x))∨R(x, f(x), g(x)) na

forma de skolen do Exemplo 4.10 são cláusulas. Um conjunto S de cláusulas é o con-

junto de todas as cláusulas, onde cada variável em S é considerada como sendo quan-

tificada por um quantificador universal. Deste modo, as formas de Skolen podem ser

escritas como um conjunto de cláusulas. Por exemplo, a forma de Skolen do Exemplo
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4.10 pode ser representada pelo conjunto {¬P (x, f(x)) ∨R(x, f(x), g(x)), Q(x, g(x)) ∨R(x, f(x), g(x))}.

O conjunto S de cláusulas será um ponto chave no procedimento para prova au-

tomática de teoremas.

4.6 Teorema de Herbrand

Até o presente momento, foi apresentado um ferramental de suporte para ser

empregado na prova de teoremas. Nesta seção serão consierados os procedimentos

desta prova. A tarefa de se encontrar um procedimento para averiguar a validade

(consistência) de uma fórmula foi uma tarefa estudada no passado. Primeiramente

foi tentado por Leibniz, e em seguida por Peano quase duzentos anos depois, próximo

a virada para o século XX. Na década de 1920 foram dados os primeiros passos

efetivos neste sentido por Herbrand, mas foi só em 1936, através de Church e Turing

que isso se mostrou ser uma tarefa imposśıvel. De forma independente, tanto Church

como Turing mostraram que não existe um procedimento genérico para checar a

validade de fórmulas em lógica de primeira ordem. Entretanto, para o caso espećıfico

no qual as fórmulas são de fato válidas, existem procedimentos que podem chegar a

esta conclusão. Para o caso em que as fórmulas não são válidas, estes procedimentos

nunca se encerram. Sob a ótica de Church e Turing, está é, na melhor das hipóteses,

a situação limite que se pode atingir com estes procedimentos de prova.

Uma abordagem importante para a prova automática de teoremas foi dada

por Herbrand2 em 1931. Por definição, uma fórmula é valida se ela assumir valores

1 para todas as interpretações. Herbrand propôs um algoritmo para encontrar uma

interpretação que refuta uma determinada fórmula. Todavia, se uma fórmula real-

mente é válida, tal interpretação não deverá existir, e seu algoritmo deverá abortar

após um número finito de tentativas. Seu método era impraticável de se aplicar até

a invenção do computador digital. Só após o artigo de Robinson [64, 65] em 1965,

junto com o desenvolvimento do prinćıpio da resolução, foi posśıvel o desenvolvi-

2Jacques Herbrand (1908-1931) foi um matemático francês, cujo estudo principal foi a teoria

de demonstração e as funções recursivas gerais intitulado ”On the consistency of arithmetic”. Em

uma escalada dos Alpes franceses com dois amigos, caiu nas montanhas de granito do Massif des

Écrins e morreu. ”On the consistency of arithmetic”foi publicado postumamente.
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