Capitulo 3

Funcoes Recursivas

Neste capitulo serd estudada uma classe especial de fungoes, as funcgoes re-
cursivas que tém como conjuntos de partida N" para algum n > 0 e como conjunto
de chegada N. A motivagdo para esta classe de fungoes é de capturar a intuigao
sobre fungoes computaveis. Estas fungoes serao apresentadas de maneira abstrata e

informal, como é usual em matemadtica.

A partir das funcoes recursivas serao apresentados certos conceitos mate-
maticos basicos para o estudo de computabilidade, relacionados aos dominios das
funcoes. Serao abordados os sistemas de representacdo, maneiras de fazer corres-
ponder termos abstratos a representacoes simbolicas. Também serd demonstrada
a independéncia entre a propriedade “computdavel”’de uma funcao e o sistema de
representacao adotado para o conjunto de partida e chegada, tanto com respeito ao

conjunto de simbolos quanto a dimensao.

Sob esta dtica, observe que no inicio do século XX, a crenca na possibilidade
de resolucao de qualquer problema matematico era amplamente aceita, principal-
mente devido ao matematico David Hilbert. Sua ambicao de mecanizar o trata-
mento de problemas matematicos contribuiu fortemente para a reformulacao da
matematica, na direcao de sistemas axiomaticos, nos moldes da geometria Euclidi-

ana.

Entretanto, em 1931 Kurt Godel publicou o resultado da incompletude da

aritmética estabelecendo a nao existéncia de procedimentos efetivos para julgar a
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veracidade ou falsidade de asser¢oes (potenciais teoremas) a respeito da teoria dos
nimeros naturais. Na demonstracao deste resultado, tao fundamental para a ma-
tematica, Godel utilizou fungoes cujo calculo é feito através de procedimentos finitos,
com passos bem determinados. Goédel e Jacques Herbrand definiram um conjunto
de funcgoes, hoje conhecido como conjunto das funcées recursivas, que capturam a

nocao de calculo ou computacao finita.

Em 1936, Alonzo Church demonstrou a equivaléncia entre o conjunto de
fungoes definido por Godel e Herbrand, e uma outra caracterizacao de procedi-
mento efetivo devida a Church e Stephen Kleene, o A-calculus. Esta equivaléncia
levou Church a conjecturar que a definicao de procedimento efetivo é completamente
caracterizada pelas fungoes recursivas. Esta conjectura é conhecida como Tese de

Church e até hoje é amplamente aceita.

Os formalismos usados para especificar algoritmos podem ser classificados
em Operacional, Aziomdtico e Denotacional (ou Funcional). O formalismo Opera-
cional define uma maquina abstrata baseada em estados, em instrugoes primitivas
e na especificacao de como cada instrucao modifica cada estado. No formalismo
Axiomadtico, associam-se regras as componentes da linguagem. As regras permitem
afirmar o que sera verdadeiro apds a ocorréncia de clausulas, considerando o que
era verdadeiro antes da ocorréncia. Por fim, o formalismo Denotacional trata-se de
uma funcao construida a partir de fungoes elementares de forma composicional no
sentido em que o algoritmo denotado pela funcao pode ser determinado em termos

de suas fungoes componentes.

A classe das fungoes recursivas pode ser representada por uma gama bastante
variada de formalismos. Neste capitulo sera utilizada uma linguagem basica cuja
origem pode ser encontrada em Eilenberg [39] ou em Brainerd [38]. O material
apresentado é uma teoria mais concreta, ou seja, mais formal e construtiva, na
qual as funcoes serao definidas dentro de um plano simbdlico e de tal modo que os

referentes conceituais fiquem bem determinados.

Quando se fala do sucessor de um numero natural, consideramos a funcao
suc : N — N tal que suc(x) = x+1 como se o conjunto N fosse totalmente conhecido

e pressupondo um conhecimento anterior do significado da operacao de somar 1.
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E claro que sabemos efetuar tal operacao na representacao arabica decimal, mas
esta representacao nao foi nem sequer mencionada na definicao de suc, e ilustra a
necessidade premente de um cuidado mais formal. Nos proximos capitulos serao

definidas as funcoes recursivas via sistemas de representagao diversificados.

Serao introduzidas uma série de fungoes que realizam transformacgoes no
espaco W e que servem de base para a construgao de linguagens, maquinas e progra-
mas. As fungoes sao apresentadas na seguinte ordem: 1) fungoes iniciais, que servem
de base para todas as demais; 2) funcionais, ou seja, fungoes que geram funcgoes a
partir de fungdes (composigao, combinagao e expoentizagao); 3) A partir de 1) e 2)
serao construidas fungoes aritméticas, fungdes que manipulam tuplas, fungoes para
processamento de cadeias e alguns funcionais de particular interesse computacional.
Finalmente é apresentado o funcional repeticao, que completa a linguagem basica
(LB). O leitor deve prosseguir como se estivesse aprendendo uma nova linguagem

de programacao funcional.

A apresentacao das funcgoes é feita paralelamente com o uso icones, que
sao chamadas de componentes atomicos e moleculares. Esta linguagem grafica

assemelha-se aos graficos conhecidos como circuitos estudados em eletricidade.

3.1 Funcoes Recursivas Primitivas

Uma das maneiras usuais de apresentar fungoes matematicas é através de
uma defini¢ao recursiva: um conjunto de valores da funcao é explicitado e os demais
valores sao obtidos destes iniciais. Por exemplo, a conhecida seqiiéncia de Fibonacci

1,1,2,3,5,8,13,--- é definida como se segue:

Fib(0) =1
Fib(1) =1
Fib(z +2) = Fib(z+ 1)+ Fib(z)

A definicao recursiva é simples e possui operacoes matematicas pouco custo-

sas, ao contrario de outras formas de representacao. Note a diferenca significativa
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da definicao recursiva para a algébrica a seguir:

_ V5 _1+\/5>x+1_£
5

1— \/g)z—i—l
5) 2

Fib(x) 5

( (

Esta ultima definicao apresenta operagoes matematicas extremamente demoradas,
tais como divisao, raiz quadrada e exponenciacao. Contudo, existe um ponto de
inflexao a partir do qual a representacao algébrica conduz a um resultado mais
rapidamente do que a recursiva. Isto ocorre quando o valor de = é alto, pois neste

caso, a recursao precisaria passar por todos os x — 1 resultados até computar o valor

de Fib(x).

Sera utilizado o mesmo método de defini¢cdo recursiva para definir a classe
de fungoes (primitivas) recursivas. Comega-se pela definicao das fungoes iniciais,
cuja simplicidade é 6bvia, que sao de indiscutivel calculabilidade. As funcoes ini-
ciais apresentadas nesta secao sao formalismos que representam objetos finitos e

realizéveidl]

Definicao 3.1 As seguintes fungoes sao chamadas iniciais:

Zero zero: N — N, tal que para todo xr € N

zero() =0

Projegao paracadan >0ecadal <i:<n

pr: N2 — N, tal que para todo z,, =< x1, 23, -+ , 1, >€ N"

pr(n, Z.a En) =T

A funcao de projecao também é chamada de funcao de selecao. Além disto, a

pr(1,1,z) = x ¢ muitas vezes é chamada de fungao identidade id(z) = x.

1S30 nomes de processadores elementares, de um ponto de vista apenas conceitual é que sio
fungoes, e portanto abstracoes. A idéia é que tais processadores elementares sejam suficientemente
simples de tal modo que seja facil imaginar sua possivel existéncia no plano real, e devem ser
suficientes para se constituirem de base para a construcao de processadores mais complexos que
representam a classe completa das fungoes recursivas. Assim em todas as definigoes se estd tra-
tando da fungao (entidade abstrata) que os processadores reais computam e que sdo representadas
por uma linguagem. Sao usados os mesmos simbolos para representar tais processadores e as

correspondentes fungoes.
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Sucessor suc: N — N, tal que para todo r € N
suc(z) =y, v(y) =z +1

Observe que a funcao adigao ainda nao foi definida na hierarquia de fungoes
recursivas, por isto ndo deve ser utilizada na defini¢do da funcao suc(z). O
leitor deve entender que o resultado desta funcao é y, cuja avaliagao significa
o elemento posterior a x em uma enumeracao qualquer, que aqui foi simplifi-

cadamente representado por x + 1.

As funcoes iniciais sao representadas pelas seguintes componentes atomicas:

projecao - - - ::I K sucessor - - -

o

atOmicas para a construcao de maquinas mais complexas. Estas componentes sao

A idéia é que { [??”, = 1} é o conjunto de componentes bésicas

fornecidas como caixas pretas obedecendo as especificacoes dadas pelas defini¢oes
abstratas. Pode-se também imaginar | #~como um agente que cria um registro con-
tendo a palavra nula 0 cujo valor é 0. As demais componentes apenas transformam
ou destroem registros criados anteriormente. Assim, segundo esta interpretacao,

apenas | 2~ tem utilidade quando considerada isoladamente.

Os numeros naturais, por exemplo, podem ser definidos como uma sucessao

de componentes basicas atomicas justapostas uma apos a outra:

0 : fungao primitiva recursiva zero(), isto é, [ 2~

1 : fungao primitiva recursiva suc(zero()), isto é, | 25

2 : fungao primitiva recursiva suc(suc(zero())), isto é, | Z

n : fungdo primitiva recursiva suc(. .. suc( zero()...), isto é,
N —

n

De modo andlogo, os valores booleanos também podem ser definidos como

uma sucessao de componentes basicas atomicas justapostas uma apods a outra:
e

Falso : fungao primitiva recursiva zero(), isto é, E
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Verdadeiro : funcao primitiva recursiva suc(zero()), isto é, [ 25

A fungao identidade id(z) = z, apesar de ser derivada de pr(1,1,z) = z e
nao ser uma funcao inicial, também tera uma componente basica atomica de modo

a simplificar a representacao. Esta componente serg .t~

A seguir sao definidas maneiras de construir fungoes a partir de fungoes an-

teriormente construidas, no caso basico, as iniciais.

Definigao 3.2 [Recursao Primitiva] Sejam f: N — Ne g : N*™2 — N, diz-se que

h: N**1 — N é definida por recursao primitiva se os valores de h sao obtidos por

h(oaxh”'u'xn) = f(xb”'uxn)
h(y‘i‘l,fﬂl,"' 7'1771) = g<y7h(yax17"' 7'1;71)7'1717"' 7xn)

Exemplo 3.1 A adicdo de niimeros naturais pode ser definida por:

O+x = x

y+)+x = (y+z)+1
Assim, toma-se f = pr(1,1,7?) : N> - N e g = sucopr(3,2,77,77,77) : N° — N,
obtidas por composicao a partir das fungoes iniciais, pode-se escrever:

h<07x) = M(Oal’) = f(x) = ]E(L 1,.1’)

hy+1,2) = soma(y+1,2) = gy, My, x),x) = suc(pr(3,2,y, soma(y, x), r))

E facil ver que para todo x e todo y, soma(x,y) = x + y, portanto soma
é a adicao de numeros naturais. E, além disso soma foi obtida por composicao e
recursao primitiva a partir das fungoes iniciais. Neste caso, partindo da segunda
parcela, faz-se sucessor tantas vezes quantas forem indicadas pela primeira parcela.

Note também que para calcular a soma de dois niimeros, por exemplo 3 e 5 seria

computado:
h(3,5 = 345
soma(0, = pr(1,1,5) =5

= suc(pr(3,2,0,s0ma(0,5),5)) = suc(soma(0,5)) = suc(5) =
= suc(pr(3,2,1,s0ma(1,5),5)) = suc(soma(l

= suc(pr(3,2,2,s0ma(2,5),5)) = suc(soma(2,5)) = suc(7) =
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Defini¢ao 3.3 [Fungao Recursiva Primitiva] Uma fungdo f : N* — N é recursiva
primitiva se f for uma funcao inicial ou for obtida pela utilizagao de composicao e

recursao primitiva a partir das fungoes iniciais.

Para mostrar que uma funcao f : N* — N é recursiva primitiva, basta exibir a

sua definicao informal como feito com a adi¢ao. Assim para a multiplicagao tem-se:
0.z =0 h(0, x) = f(z)
+1lz = yrtax || b(ly+1).2) = gy hly z),2)
sem precisar explicitar a forma
produto(0, x) = zero()
produto(y + 1,z) = soma(pr(3,2,y,produto(y,x),x),pr(3,3,y, produto(y, ), r))
= soma(produto(y,x), )

que obedece a definicao formal de recursao primitiva.

Exemplo 3.2 Defini¢cao informal das seguintes fungoes:

Predecessor pred, fungao que retorna o antecessor de um ntimero de uma lista x
de n objetos.
pred(0) = 0
pred(z) = pr(suc(n),z, zero(), z)

Note que para calcular o predecessor de 3, seria computado:

pred(3) = pr(suc(n),3,0,1,2,3,4,--- ,n)

Subtragao prépria monus, funcdo cujo resultado é (r —y)sex >yeOdez <y

monus(x,0) = pr(l,1,1)

monus(x,y +1) = pred(monus(z,y))

Note que para calcular 3 — 2, deve ser computado:

monus(3,0) = 3
1

3
monus(3,1) = pred(monus(3,0)) = pred(3) = 2

monus(3,2) = pred(monus(3,1)) = pred(2) = 1




Lema 3.1 As fungoes a seguir sao recursivas primitivas:

(a) exp(z,y)=a¥, y=0
(b) !(z) = !
(c) somatério(x) =" _,n

T—Y sex >y
(d) modulo(z,y) = |z —y| =
y—x sex <y

(e) diferente(x,y) = Lsersy

0 sex=y

1 sex=y

(f) igual(z,y) =
0 sex#vy

_ 1 se verdadeiro
(g) menorigual(x,y) =

0 se falso

1 se verdadeiro
(h) menor(z,y) =
0 se falso

. 1 se verdadeiro
(i) maior(z,y) =
0 se falso

1 se verdadeiro

(j) maiorigual(z,y) =
0 se falso

(k) maz(x,y) = maior nimero entre x e y
(1) min(z,y) = menor nimero entre x e y
(m) quo(x,y) =z divy

1 sex=0
(n) not(z) =

0 se qualquer outro valor de x

(o) and(z,y) onde z,y =0 ou 1
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(p) or(x,y) onde x,y =0 ou 1

y sex #0

z sex =0

(a) if(z,y,2) {

(r) mod(z,y) , resto da divisao de x por y
(s) for(i,n,c) = for(k =ik <n;k++)c;
(t) dowhile(c,i,n) =do ¢ while(i < n);

Lema 3.2 Seja f: N"*! — N . As funcoes:

(@) > flzn,,y) = fz,,0) + fz,, 1) + -+ flz,,m)

@\ F () = F@n 0V fp DV =V [z m)
@) N F@ny) = (2 0) A f@n 1) A A flznm)

onde x Vy = V(z,y) e z Ay = A(x,y), sdo recursivas primitivas

Demonstracao:

(a) Seja a fungao g definida por

9(0) = [f(0)
gle+1) = g(x).flz+1)

(c),(d) Sugere-se que o leitor demonstre.
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Se for desejado criar espacos de representacao e transforma-los deve-se buscar
envelopamentos que permitam juntar tais componentes atomicas em objetos estru-
turados. Se for considerado juntar componentes e objetos ja preparados em série,

pode-se obter componentes moleculares com estrutura linear.

Exemplo 3.3 A funcao constante f(z) = 2 pode ser obtida por composigao como

f(x) = suc(suc(zero()))

Assim pode-se ter estruturas como a seguir:

1... | | 2=

Estas componentes moleculares foram obtidas via uma disposicao linear em
que a saida de uma componente atomica é usada como entrada para a préxima, da
esquerda para a direita. Note que se pode assim criar registros contendo todos os
elementos do espaco W. Estas componentes moleculares representam os numeros

naturais e pode-se utilizar figuras mais simples,

Zime§ e . [

“~ para representar

N~
n

Uma outra maneira de se obter componentes moleculares é por estruturacao

vertical ou em paralelo, por exemplo:

que representam combinacoes em paralelo de 2 componentes atomicas. Pode-se ter

combinagoes em paralelo de componentes moleculares e atomicas:
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| P S L,

Pode-se ter componentes moleculares para representar qualquer tupla < x, xg, - - -

de W,.. Por exemplo, para r = 3 e tomando v(z;) = n;, tem-se que a componente

molecular a seguir cria trés registros contendo ny, ny e ns.

Para obter fungoes entre espacos quaisquer utiliza-se esquemas de construgao
de funcoes a partir de fungoes. Em geral, se houver uma classe F de fungoes definidas
em um conjunto A; e tomando valores em um conjunto A,, diz-se que F ¢é uma
subclasse da classe AgAl, que ¢é a classe de todas as funcoes de A; em A,. Um
funcional é qualquer funcao que tome como parametros outras fungoes, por exemplo
F de (AgAl)” em A, No caso particular que estd sendo estudado, tem-se fungoes

em W"W. Assim nestes esquemas de construcao de funcoes os funcionais sao de

(WW)m em WW.

Defini¢ao 3.4 [Composi¢ao| Sejam as fungoes f : N — N, g1, , g : N* — N,
A composigao h de f com gyi,--- , g, € a funcao h : N* — N, definida por:

h(xl,--- ,xn) = f(g1<$1,"' 7$n)7"' 7gm<$1,“‘ 7$n))

A composicao de uma funcao f com uma outra g é usualmente denotada por f o g,

e ilustrada na Figura [3.1]

Definicao 3.5 Sejam as fungoes f : W, — Wseg : W, — W,. A composigao
de feg éafuncao go f : W, — W, definida por:

go flz,) = g(f(z,))
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Figura 3.1: Composigao de fungoes.

T, f — f(z,)— g — g(f(z,))

Exemplo 3.4 A partir das fungoes iniciais pode-se obter, pelo uso da composigao:

S0z = 1

S0S0z = 2
n

—fN—

Soso---080z = n

Definigao 3.6 Sejam as fungoes f : W, — W e g: W, — W,. A combinagao de

fcomgéafuncao f x g : Wriy = Wiy, definida por:

fxglz,.y)=<flz),qly)>

s X — fxgz.,y,)
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Todas as tuplas de W, podem agora ser representadas, do mesmo modo
que sao representados os elementos de W;. Assim < 0,0 > é representado por
z X z. As tuplas de W5 também podem ser representadas, por exemplo < 0,3,1 >
é representado por z X sososoz X soz. Em geral, os pontos do espagco W sao
representados por nq Xmng X - - Xng e os n; por s"oz. Note que os pontos do espaco W
agora podem ser representados como r—tuplas de palavras no alfabeto >, ou como
componentes moleculares, ou ainda como expressoes formadas por composicao e

combinacao das fungoes iniciais.

Todas as tuplas do espago W podem ser realizadas (dependendo de inter-

pretacao) no plano real por objetos compostos pelas componentes atdémicos

através dos esquemas de composi¢do (componentes arranjados em série) e com-
binagao (componentes arranjados em paralelo). Por exemplo, considerando o alfa-

beto ¥ = {0, ¢}, com v5(0) = 1 e vp(¢) = 2, pode-se construir Wy = {J, ¢, 00, 0o, . ..
Assim, tem-se que v,([Jo) = 4 e sua componente molecular é | 2wl pem8 oS

HS\_.

De um modo geral uma palavra de W, de valor n corresponde ao componente

(2§, E

molecular

Note que nao existe circularidade nesta representacao, pois o n ¢ utilizado
como recurso metalinguistico para explicar a representacao. Assim tem-se repre-
sentacoes finitdrias para objetos reais, seja através da linguagem de representagao

numérica, seja como componente molecular.

Se for considerado uma componente Py realizando f : W; — W, e deseja-se
reaplicar tal funcao, por exemplo 5 vezes a uma certa palavra x de W, pode-se
|\:Zji::—o

realizar a componente correspondente substituindo por [X~ ¢ cada =5

pela componente P.
[ § e S e S e § S e X0

Esta substituicao corresponderia a reaplicar a funcao f a x. Para se obter a funcao

que seria aplicada a uma entrada qualquer x basta substituir [ 2~ por [n~,

obtendo-se assim a componente molecular
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A figura a seguir representa uma maneira em que a operacao de substituicao
pode ser realizada utilizando-se apenas um componente molecular correspondendo a
P; e o componente atomico |1~ A chave em a est4 ligada inicialmente na posicao
d. O controle recebe como entrada a representac¢ao do nimero de vezes que Py deve
ser reaplicado. Se a entrada for [ 2~ entdo a chave em a é ligada na a posicao b;
se a entrada for diferente de 0 entao o controle liga a chave para a posicao ¢ e em
seguida retorna a chave para a posicao d aguardando a préxima entrada atomica.

Isto é como ligar a chave cada vez que se passa uma conta do dbaco para a direita.

b§ g | 11
e

——  Controle

Pode-se representar esta figura de modo mais simples por

o (L
r.ﬁl i,
+
—>1f

onde indica-se o nimero de entradas para P;. O 1 somado a 7 significa mais uma

entrada para o controle, e

L op (L
+
1t

¢ para ser entendido como a repeticao do componente Py, o nimero de vezes indicado

por #.
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Se Pf : Wry1 — W, for a funcao computada por este componente, entao

tem-se:
Pf(z,,0) = =z,

Pf(z,.y+1) = PP} (z,v)
evidenciando que esta maneira de realizar este tipo de repeticao de uma fungao coin-
cide com o esquema de recursao primitiva. Mais tarde este topico sera rediscutido.
Por enquanto define-se o esquema de obtencao de novas funcoes que é motivado por

esta discussao.

Defini¢ao 3.7 [Expoentizacao| Seja a funcao f : W, — W,. A expoentizacao

de f é a funcao f#* : W,.1 — W,, definida por:

f#(ﬂmo) = I

r

fFz,y+1) = [f(f*(z,v))

Diz-se, também, que f# é definida por recursao primitiva a partir de f.

Observe que:

A componente molecular para a expoentizacao de uma funcao f é representada pela

figura:

" (2.

A rigor seria necessario também dizer que a funcao expoentizacdo é a com-
posicao da funcao f consigo mesma, tantas vezes quanto o valor de y, aplicada a x,.

Logo, se f é computavel, f# também é computavel.

Informalmente, as fungoes recursivas primitivas sao aquelas obtidas das fun-
¢oOes iniciais e aplicacao dos esquemas de composigao (o), combinagao (X) e expo-

entizacao (#), o que gera uma cole¢ao muito grande de fungoes.
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Defini¢ao 3.8 [Fungdes recursivas primitivas]

1. Diz-se que uma funcao f : W — W € recursiva primitiva se existe uma
seqiiéncia fi, - - - , f,, de funcoes em W tal que f = f, e paratodoi, 1 <i <n

fi € uma funcao inicial ou f; satisfaz um dos itens abaixo:

(I) fi = fiofi 1<jk<i
(II) fi = fixfu 1<jk<i
(I11) fi = (f)* 1<j<i

2. Seja F' um funcional de W)™ em W". Diz-se que F é recursivo primitivo
se e somente se para toda f € dom(F'), se f recursiva primitiva entao F(f) é

recursiva primitiva.

Seja f =17 o (soz x s0z), entdo a seguinte seqiiéncia de funcoes evidencia

que f é uma fungao recursiva primitiva:

oz - (inicial)
fo s - (inicial)
fs -+ soz '(f1°f2)
fi -+ sozXxsoz - (fs % f3)
fooe - (inicial)
foo # (fF)

fr - (WFo(sozxsoz) ---(fs0f1)

Chega-se a um ponto em que se tem esbocada uma linguagem de programacao,

definida a seguir.

3.2 A Linguagem Basica

Nesta secao sera introduzida uma linguagem de programacao chamada de lin-
guagem basica-V ou LB—V. Esta linguagem é naturalmente obtida ao considerarem-
se as expressoes formadas a partir das fungoes iniciais 7, z, s e 0s esquemas de com-
posicao o, combinacao X, expoentizacao #. O esquema de repeticao V é definido

na segao [3.8| e estende a linguagem posteriormente.
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