
Caṕıtulo 2

Noções Preliminares

Neste caṕıtulo serão introduzidas algumas noções matemáticas básicas para

o entendimento dos demais caṕıtulos. A apresentação do material é feita de modo

informal, e o leitor deve procurar na literatura citada nas referências esclarecimentos

maiores, quando isto se tornar necessário.

2.1 Conjuntos

As idéias da Matemática, em geral, envolvem um processo evolucionista no

qual vários estudiosos trabalham paralelamente. Entretanto, a Teoria dos Conjun-

tos [26, 27] não compartilha esta caracteŕıstica com as demais áreas da Matemática,

pois ela foi criada pelo matemático russo-alemão chamado George Cantor1. Em

1872, Cantor conheceu o matemático Richard Dedeking, cujo pensamento abstrato

e lógico influenciou as idéias desenvolvidas por Cantor, e que mais tarde iriam al-

1George Ferdinand Ludwig Philipp Cantor nasceu em 03 de março de 1845 e morreu em 06

de janeiro de 1918. Nascido na Rússia, mudou-se para Alemanha com dez anos de idade. Foi

responsável por fazer a distinção entre conjuntos enumeráveis e não enumeráveis. Provou que

o conjunto dos números racionais Q é enumerável e que o conjuntos dos número reais R é não

enumerável, usando o célebre argumento da diagonal de Cantor. Foi o primeiro a utilizar o śımbolo

R como representação dos conjuntos reais. Durante boa parte de sua vida sofreu ataques de

depressão que o conduziram a morte em um hospital psiquiátrico. A descoberta do Paradoxo de

Russell contribuiu de forma significativa para a sua falência nervosa.
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terar o que hoje se conhece com Matemática Moderna. Em um artigo de 1874 no

Crelle’s Journal, ele demonstrou que os números reais têm uma correspondência um

para um com os números naturais, enquanto que para estes últimos não existe tal

correspondência. Sob esta ótica, o ato de contar é um aspecto comum entre a Teoria

dos Conjuntos e a Computação, e por este motivo, torna-se desejável rever alguns

conceitos iniciais sobre a mesma.

Um conjunto é uma coleção de objetos distintos, usualmente caracterizado

por enumeração ou por uma propriedade que seus elementos possuem, gozam, ou

satisfazem. Conjuntos são denotados por letras maiúsculas latinas ou gregas, com

ou sem ı́ndices, assim A, Γ e B1 podem ser usados como nomes de conjuntos. Os

objetos que constituem um conjunto A são membros ou elementos do conjunto.

Com respeito à notação, deve-se estabelecer que:

1. se a é um elemento de A, diz-se que a pertence a A ou a ∈ A; abreviadamente,

se vários elementos, digamos, a, b e c são elementos de um conjunto A, pode-se

dizer a, b, c ∈ A;

2. se um conjunto A tem como únicos elementos a, b e c, podemos representá-lo

por A = {a, b, c};

3. uma propriedade que certos elementos gozam é representada por P (x). Se

forem considerados valores para x, por exemplo 1, representado por P (1), le-

se “P de 1”. Assim o conjunto cujos elementos satisfazem uma propriedade P

é representado por A = {x ∈ B|P (x)}. Conjuntos especificados desta forma

são lidos como: “A é o conjunto dos elementos x de B tal que P (x)”;

4. se os elementos de um conjunto são indexados, por exemplo pelos números

naturais de 1 a n, usamos a notação A = {a1, a2, · · · , an}; se o conjunto de

ı́ndices de A for um outro conjunto, digamos I, cujos elementos não foram

especificados, dizemos A = {ai}i∈I .

Existem conjuntos que possuem um grande número de elementos, por exem-

plo o conjunto de todos os jornais de todas as cidades do mundo que foram publica-
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dos desde o ińıcio da imprensa até o dia de hoje. Note que embora não saibamos o

número de elementos, estes estão bem especificados por uma propriedade definidora.

Exemplo 2.1

pares {x ∈ N |x é um número natural e x é diviśıvel 2}

ı́mpares {x ∈ N |x é um número natural e x não é diviśıvel 2}

Um conjunto que não tem elementos é dito ser vazio, e é denotado por ∅.

Conjuntos vazios em geral surgem quando é especificado por uma propriedade que

não é satisfeita por nenhum elemento. Por exemplo A = {x |x 6= x}.

Definição 2.1

1. Diz-se que A é um subconjunto de B se e somente se para todo x, se x ∈ A

então x ∈ B e denotamos por A ⊆ B; neste caso diz-se também que B é um

superconjunto de A, denotado por B ⊇ A. Formalmente tem-se2 A ⊆ B ⇔

para todo x, se x ∈ A então x ∈ B.

2. Diz-se que A é igual a B, o que é denotado por A = B se e somente se A ⊆ B

e B ⊆ A. Formalmente A = B ⇔ A ⊆ B e B ⊆ A.

3. Diz-se que A é um subconjunto próprio de B, o que é denotado por A ⊂ B, se

e somente se A é um subconjunto de B, mas A não é igual a B. Formalmente

A ⊂ B ⇔ A ⊆ B e B 6⊆ A.

Exemplo 2.2 {a, b, c} ⊂ {b, c, a, e}; pares ⊂ N, ı́mpares ⊂ N.

Lema 2.1 São válidas as seguintes propriedades:

(p1) A ⊆ B e B ⊆ C ⇒ A ⊆ C

(p2) A ⊂ B e B ⊂ C ⇒ A ⊂ C

(p3) A ⊂ B e B ⊂ A⇒ A = B

2Neste caṕıtulo é utilizado⇔ para representar a expressão “se e somente se”e⇒ para representar

a expressão “se· · · então· · · ”.
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Demonstração (p1): Uma vez que A ⊆ B e B ⊆ C tem-se

∀x ∈ A→ x ∈ B

∀x ∈ B → x ∈ C

∣∣∣∣∣∣⇒ ∀x ∈ A→ x ∈ C

A ⊆ C

Demonstração (p2): Uma vez que A ⊂ B e B ⊂ C tem-se

(i) ∀x ∈ A→ x ∈ B

(ii) ∃y ∈ B | y /∈ A

(iii) ∀y ∈ B → y ∈ C

(iv) ∃z ∈ C | z /∈ B

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
⇒

(i) e (iii) ∀x ∈ A→ x ∈ C

(iv) e (i) ∃z ∈ C | z /∈ A

A ⊂ C

Demonstração (p3): ∀x ∈ A → x ∈ B, mas se z ∈ B, não necessariamente z ∈ A.

∀z ∈ B → z ∈ A, logo para satisfazer a condição anterior A = B.

Definição 2.2 [Conjunto potência] Seja A um conjunto. O conjunto de subcon-

juntos de A é chamado de conjunto das partes de A ou conjunto potência de A,

denotado por ℘(A). Formalmente ℘(A) = {X |X ⊆ A}.

Note que ℘(A) é um conjunto de conjuntos, diz-se que tais conjuntos são

famı́lias de conjuntos.

Definição 2.3 [Operações sobre conjuntos]

União Sejam A e B conjuntos. A união de A e B denotada por A ∪ B é definida

por A ∪ B = {x |x ∈ A ou x ∈ B}. Seja {Ai}i∈I uma famı́lia de conjuntos

com ı́ndice I. Então a união da famı́lia é definida por⋃
i∈I

Ai = {x | existe i ∈ I tal que x ∈ Ai}

Se I = 1, 2, · · · , n escreve-se

i=n⋃
i=1

Ai ou

n⋃
i=1

Ai

Interseção Sejam A e B conjuntos. A interseção de A e B denotada por A ∩ B

é definida por A ∩ B = {x |x ∈ A e x ∈ B}. Seja {Ai}i∈I uma famı́lia de

conjuntos com ı́ndice I. Então a interseção da famı́lia é definida por⋂
i∈I

Ai = {x | para todo i ∈ I x ∈ Ai}
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Figura 2.1: Diagrama de Venn de operações com conjuntos: (a) A ∪ B; (b) A ∩ B; (c)

A−B; (d) Ā.

Se I = 1, 2, · · · , n escreve-se

i=n⋂
i=1

Ai ou
n⋂
i=1

Ai

Diferença Sejam A e B conjuntos. A diferença de A e B, denotada por A− B, é

definida por A−B = {x |x ∈ A e x 6∈ B}.

Complemento Seja A um conjunto. O complemento de A, denotado por Ā, é

definido por Ā = {x |x 6∈ A}.

Potência Seja A um conjunto. O conjunto potência de A (também conhecido como

conjunto das partes de A), denotado por P , é definido por P = {x |x ⊆ A}.

Em geral, serão estudadas propriedades de subconjuntos de um conjunto U

ou “conjunto universo”. Portanto, nas definições feitas até o momento, presupõe-se

sempre que para um conjunto A ⊆ U , A = {x ∈ U |P (x)}. No caso do complemento

de A, Ā = U−A. Alguns autores se referem à diferença A−B como o complemento

de B com relação a A. A figura 2.1 apresenta diagramas de Venn ilustrativos das

operações de união, interseção, diferença e complemento.
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Exemplo 2.3

1. {1, 2, 3} ∪ {3, 4} = {1, 2, 3, 4}

2. {1, 2, 3, 5} ∩ {3, 4, 5} = {3, 5}

3. {1, 2, 3} − {3, 4} = {1, 2}

4. pares = ı́mpares, com relação a N

Lema 2.2 São válidas as seguintes propriedades:

(p4) A ⊆ B ⇒ A ∪B = B

(p5) A ⊆ B ⇒ A ∩B = A

(p6) A ⊆ B ⇒ B̄ ⊆ Ā

(p7) A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C)

(p8) A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C)

(p9) A ∪B = Ā ∩ B̄

(p10) A ∩B = Ā ∪ B̄

Ainda que o formalismo matemático sugira uma Teoria dos Conjuntos com-

pleta e consistente, o leitor dever ter cuidado para não aceitá-la de forma incondi-

cional e ingênua. Bertrand Russell descobriu um paradoxo na teoria (Paradoxo de

Russell) que nunca foi resolvido. Considere o conjunto C como sendo ”o conjunto de

todos os conjuntos que não se contêm a si próprios como membros”. Formalmente,

A é elemento de C se e só se A não é elemento de A, isto é, C = {A|A /∈ A}.

Pela Teoria dos Conjuntos, C é um conjunto perfeitamente bem definido.

Contudo, se C contém a si mesmo, então, por definição, ele não é membro de C. Por

outro lado, supondo que C não contenha a si mesmo, então ele precisa ser elemento

de C, uma declaração aparentemente verdadeira que leva a uma contradição lógica.

Outra formulação interessante deste paradoxo é conhecida como paradoxo do

barbeiro. Imagine um barbeiro que recebe a atribuição de barbear todos os homens,

e somente homens quem não barbeiam a si mesmos. Observe que existem apenas

dois conjuntos distintos, aquele no qual os homens barbeiam a si mesmos, e aquele

no qual os homens não barbeiam a si mesmos. Se o barbeiro pertence ao conjunto

dos homens que barbeiam a si mesmo, então ele, como barbeiro não poderia se

barbear. Ora, mas como ele não pode se barbear, então ele, como barbeiro, deve

cumprir sua obrigação de se barbear. Parece evidente que a única solução para este
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problema, é que o problema não deveria existir.

Kurt Gödel usou o paradoxo do barbeiro para provar o seu teorema da in-

completude. Alan Turing também demonstrou a indecidibilidade do problema da

parada usando o mesmo paradoxo.

2.2 Funções

A Computação emprega funções em larga escala, particularmente aquelas que

transformam um conjunto finito em outro conjunto finito, funções estas conhecidas

como funções discretas. Um programa de computador pode ser entendido como uma

função que utiliza dados como argumentos de entrada, e que produz um resultado

associado a estes argumentos.

Sejam A e B conjuntos quaisquer; uma função f de A em B é uma regra que

associa a certos elementos de A um único elemento de B. Esta unicidade significa

que se f associa a ∈ A a b1 ∈ B e a b2 ∈ B então b1 = b2.

Para dizer que f é uma função de A em B usa-se a notação f : A → B O

conjunto de todas as funções de A em B é denotado por BA, ou seja BA = {f | f :

A→ B}.

Seja A um conjunto, então chama-se de operação n-ária uma função f : An →

A.

Se f : A→ B então diz-se que A é o conjunto de partida de f e B o conjunto

de chegada de f . O subconjunto de A cujos elementos são associados a elementos

de B é chamado de domı́nio de f , denotado por dom(f). O conjunto B, por sua

vez é chamado de contra-domı́nio de f, denotado por ctr(f). O subconjunto de B,

aos quais aqueles elementos de A foram associados, é chamado de imagem de f , que

denota-se por img(f). Denota-se o elemento de B associado a um elemento a ∈ A

por f(a), tal como a Figura 2.2.

Definição 2.4 Seja f : A→ B e g : A→ B. Diz-se que

1. f é uma sobrejeção, ou que f é uma função de A sobre B, se e somente se
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Figura 2.2: Função de A em B.

img(f) = B (ver Figura 2.3a).

2. f é uma injeção ou injetiva de A em B se e somente se para cada elemento

do conjunto A corresponde um elemento distinto do conjunto B, isto é, para

todo x, y ∈ A se f(x) = f(y) então x = y (ver Figura 2.3b).

3. f é uma bijeção se e somente se f é uma injeção e uma sobrejeção.

4. f é igual a g, denotado por f = g se e somente se para todo x ∈ dom(f)

f(x) = g(x), e além disso dom(f) = dom(g)

5. f é uma função total de A em B se e somente se dom(f) = A.

6. f é uma função parcial de A em B se nem todos os x ∈ A pertencem ao

dom(f).

7. se x ∈ dom(f) então f(x) ↓ (f converge em x); se x ∈ A − dom(f) então

f(x) ↑ (f diverge em x).

Exemplo 2.4 A seguir são exibidos alguns tipos de funções:

Funções no discreto Por exemplo funções do conjunto dos naturais N no conjunto

dos naturais f : N→ N

1. f : N→ N, definida por: para todo x ∈ N f(x) = x+ 1

2. f : N→ N, definida por: para todo x ∈ N f(x) = 2.x

3. f : N→ N, definida por: para todo x ∈ N, tal que 3 divide x f(x) = x/3

30



b
c

B
a

2

1

A

d
e 3

(a) (b)

b
c

Ba

2

1

A

d

3

4

5

Figura 2.3: Funções: (a) Sobrejetora; (b) Injetora.
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Figura 2.4: Composição de f e g.

As funções 1. e 2. são funções totais não sobrejetivas, 3. é uma função parcial

pois dom(f) = {0, 3, 6, 9, · · · }

Funções no cont́ınuo Por exemplo funções f : R → R, onde R é o conjunto dos

reais.

Definição 2.5 Seja f : A→ B uma função injetiva. A inversa de f , denotada por

f−1 é uma função de B em A definida por f−1(x) = y se e somente se f(y) = x.

Formalmente f−1(x) = y ⇔ f(y) = x.

Definição 2.6 Sejam as funções f : A → B e g : B → C. A composição de f e g,

g ◦ f , é a função de A em C tal que g ◦ f(x) = g(f(x)) (ver Figura 2.4).

Lema 2.3 Sejam as funções f : A → B e g : B → C funções injetivas. Então

(g ◦ f)−1 = f−1 ◦ g−1 (ver Figura 2.4).
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Definição 2.7 Seja A ⊆ B um conjunto. Uma função f : A → {0, 1} é a função

caracteŕıstica para A se e somente se

para todo x ∈ B f(x) =

 1 se x ∈ A

0 se x 6∈ A

Funções caracteŕısticas de um conjunto A são, em geral, representadas por χA.

Exemplo 2.5 Se o resto da divisão de x por y for dado por resto(x, y) então a

seguinte função é a função caracteŕıstica do conjunto dos números ı́mpares:

χ́ımpares(x) = resto(x, 2)

e para os pares:

χpares(x) = 1− resto(x, 2)

Se este processo pode ser representado por uma função sobrejetora h : N→ A,

onde h associa a cada número natural um elemento de A, então diz-se que A é

contável, caso contrário é não contável. Se o processo de contagem termina, ou seja,

se existe uma bijeção h : {1, · · · , n} → A, n ∈ N, diz-se que a cardinalidade de A,

denotado por #(A), é n (finita). O Algoritmo 2.1 apresenta um resolutor para o

processo de contagem.

Data: Conjunto A cuja quantidade de elementos deseja-se obter

Result: Cardinalidade finita do conjunto A

iContagem = 0;

while A 6= ∅ do

Retirar um elemento de A;

iContagem = iContagem + 1;

end

Cardinalidade finita do conjunto = iContagem;

Algoritmo 2.1: Determinação da cardinalidade finita de um conjunto

Se o processo de contagem não termina, diz-se que A tem cardinalidade infi-

nita. Por exemplo todo subconjunto de N tem cardinalidade infinita que é represen-

tada por ℵ0 (aleph 0). Na realidade, no caso de N, após a retirada de n elementos

não importante quão grande é n ainda sobrará um conjunto com cardinalidade ℵ0.

O conjunto dos pares e o dos ı́mpares também têm cardinalidade ℵ0, e ambos são
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partes de N.Observe que se um conjunto pode ser colocado em correspondência

biuńıvoca, então ele também possui cardinalidade ℵ0.

Definição 2.8 Um conjunto A é enumerável (contável) se ele é finito ou se tem

cardinalidade ℵ0. Uma enumeração para um conjunto χ enumerável infinito repre-

sentado por uma seqüência χ = a1, a2, a3, . . . é uma bijeção f(ai) = i ∈ N.

Exemplo 2.6 Z é enumerável.

f : Z→ N

f(n) =

 2n+ 1 , se n > 0

−2n , se n < 0

�

Exemplo 2.7 Pares ordenados envolvendo números naturais, N×N é enumerável.

Para demonstrar, basta ordenar os pares ordenados como se segue e em seguida

atribuir etiquetas de numeros naturais às suas posições.

(1, 1) (1, 2) (1, 3) (1, 4) . . .

(2, 1) (2, 2) (2, 3) (2, 4) . . .

(3, 1) (3, 2) (3, 3) (3, 4) . . .

(4, 1) (4, 2) (4, 3) (4, 4) . . .
...

...
...

...

�

Exemplo 2.8 O conjunto de todas as palavras formadas a partir de um alfabeto

Σ = σ1, σ2, . . . , σn, conhecido porΣ∗, é enumerável pela função:

f : Σ∗ → N

f(palavra) =
k∑
i=1

posição do caracteri × ni

onde k é o tamanho da palavra. �

Exemplo 2.9 O conjunto dos programas de qualquer linguagem de programação

(LP) é enumerável, pois qualquer LP possui um alfabeto Σ tal que o programa está

em Σ∗. �
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Definição 2.9 Um conjunto A é dito não enumerável se #(A) > ℵ0.

A prova da existência de conjuntos não enumeráveis foi feita por Cantor

(1874) através de um método que ficou conhecido como diagonalização de Cantor,

ilustrado no exemplo a seguir.

Exemplo 2.10 O conjunto R é não enumerável. A idéia para essa demonstração é

que se existir uma bijeção R → N, seria posśıvel compor uma bijeção de ]0, 1[→ R

e então concluir que ]0, 1[ é enumerável. Contudo, sabe-se que ]0, 1[ não é enu-

merável. Assim, suponha uma demonstração por contradição. Suponha que ]0, 1[

é enumerável, e seja uma bijeção f : N →]0, 1[. Assim, cada número natural n é

mapeado sobre um número decimal:

0 7→ 0. a00 a01 a02

1 7→ 0. a10 a11 a12

2 7→ 0. a20 a21 a22

...
...

A intenção é mostrar que é f não é uma bijeção. A idéia de que N tem cardinaldade

ℵ0, é preciso mostrar que ]0, 1[ tem cardinaldade maior que ℵ0. Desta forma, o

argumento será que f não pode ser sobrejetora, logo é posśıvel encontrar um número

que não é mapeado.

0 7→ 0. a00 a01 a02

1 7→ 0. a10 a11 a12

2 7→ 0. a20 a21 a22

...
...

onde b = 0.b0b1b2 · · · e b0 6= a00, b1 6= a11, ..., bi 6= aii

Suponha i ∈ N tal que f(i) = b. Note que f(i) é mapeado sobre o número

real 0.ai0ai1ai2 · · · aii · · · . Porém, por construção de b, bi 6= aii, logo f(i) 6= b. Assim,

tem-se que b não está mais na lista. Se b não está na lista, f não é sobrejetora, e

também não é bijetora. �

Teorema 2.1 Seja A um conjunto qualquer, #(A) = ℵi. Então #(P(A)) > #(A)

e #(P(A)) = ℵi+1.
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Basta provar que #(A) ≤ #(P(A)). Para isso, é suficiente mostrar que não

existe função bijetora de A → P(A). Seja então uma f : A → P(A) bijetiva. Seja

x ∈ A de modo que f(x) = y′, onde #(y′) = 1. Observe que todos os elementos de

A estão mapeados sobre os elementos de P(A) com cardinalidade 1. Resta mapear

os elementos de P(A) cuja cardinalidade é maior que 1. Como todos os elementos de

A já foram utilizados, é necessário tomar novamente um x de modo que f(x) = y′′

onde #(y′′) > 1. Contudo, para fazer isto, tem-se um x ∈ A tal que f(x) = y′ e

f(x) = y′′, logo f não é uma função e muito menos bijetiva. �

Neste sentido, conjuntos infinitos de cardinalidades sucessivamente maiores

podem ser obtidos pela aplicação sucessiva da operação conjunto-potência. Consi-

dere os conjuntos A, B = P(A) , C = P(B), D = P(C) etc. Então, #(A) < #(B) <

#(C) < #(D) < . . .. De acordo com a teoria de Cantor, N é o conjunto que possui

a menor cardinalidade entre todos os conjuntos infinitos, a qual é denotada por ℵ0,

o primeiro número da sua série transfinita. Por conseqüência, N < P(N).

Teorema 2.2 Sejam A e B dois conjuntos, B ⊆ A. Se #(A) = ℵ0 , então #(A) ≤

ℵ0.

Se #(A) = ℵ0, então existe uma função bijetora entre o conjunto dos números

naturais N e o conjunto A (e vice-versa). Logo, existe uma função injetora e total

f1 que associa elementos de A e N, conforme a seguir:

B : − a1 − . . . an . . .

f2 : ↓ ↓

A : a0 a1 a2 . . . an . . .

f1 : ↓ ↓ ↓ ↓

N : 1 2 3 . . . n . . .

Observe também que se B é subconjunto de A, é posśıvel associar cada elemento

de B ao mesmo elemento de A através de uma função injetora e total f2. Já a

composição das funções f1 e f2 mostra que existe uma função injetora e total de B

para N. Logo, #(B) ≤ #(N), ou seja, #(B) ≤ ℵ0. Em outras palavras, qualquer

subconjunto (finito ou infinito) de um conjunto enumerável é também um conjunto

enumerável. �

35



Teorema 2.3 Sejam A e B dois conjuntos quaisquer. Se #(A) = ℵ0 e #(B) = ℵ0,

então #(A ∪B) = ℵ0.

SeA eB são conjuntos enumeráveis (finitos ou infinitos), então seus elementos

podem ser ordenados da seguinte forma:

A : a0, a1, a2, . . . , an−1, an, an+1, . . .

B : b0, b1, b2, . . . , bn−1, bn, bn+1, . . .

A enumeração dos elementos de A ∪B pode ser feita através do seguinte modo:

A ∪B : a0, b0, a1, b1, a2, b2, . . . , an−1, bn−1, an, bn, an+1, bn+1, . . .

Desta forma, A ∪B é um conjunto enumerável e #(A ∪B) = ℵ0, e a união de dois

conjuntos enumeráveis é sempre um conjunto enumerável. �

Teorema 2.4 Sejam A e B dois conjuntos quaisquer. Se #(A) = ℵ0 e #(B) = ℵ0,

então #(A ∩B) ≤ ℵ0.

Se A ⊆ B, então A ∩ B = A e #(A ∩ B) = #(A) = ℵ0 por hipótese. Se,

por outro lado, B ⊆ A, então A ∩ B = B e #(A ∩ B) = #(B) = ℵ0 por hipótese.

Finalmente, se nenhuma dessas duas condições for verdadeira, então (A∩B) ⊆ A e,

pelo Teorema 2.2, #(A ∩B) ≤ ℵ0 . Portanto, em qualquer caso #(A ∩B) ≤ ℵ0. �

Teorema 2.5 Sejam A e B dois conjuntos, B ⊆ A. Se #(A) = ℵ1 e #(B) = ℵ0,

então #(A−B) = ℵ1.

Suponha-se que #(A − B) = ℵ0. Então, de acordo com o Teorema 2.3,

#((A−B)∪B) = ℵ0, o que contradiz a hipótese de que #(A) = ℵ1, pois (A−B)∪B =

A. Como B ⊆ A, e portanto, #(B) ≤ #(A), conclui-se que #(A−B) = ℵ1. �

2.3 Relações

Freqüentemente, é utilizado a noção de relações entre duas ou mais coisas.

Por exemplo, Batman se relaciona com Robin como parceiro; UFRJ e Rio de Janeiro

como localização ou, a relação de “estar entre”pode ser verificada entre três objetos

quaisquer do espaço f́ısico. Informalmente é exigido que exista uma conexão entre
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as coisas que se relacionam. Esta idéia vaga de conexão é incorporada formalmente

pelo conceito de par ordenado. Fundamentalmente, um par ordenado < a, b > possui

a seguinte propriedade3:

< x1, x2 >=< y1, y2 > se e somente se x1 = y1 e x2 = y2

A noção de par ordenado é extendida pela noção de n-tupla ordenada, deno-

tada por < a1, a2, · · · , an > com a propriedade:

< x1, x2, · · · , xn >=< y1, y2, · · · , yn >⇔ x1 = y1, · · · xn = yn

Em vez de n-tupla ordenada diz-se também n−pla ou em geral pla. Por razões

de economia e facilidade de escrita e leitura, representa-se as plas de letras indexadas

< x1, x2, · · · , xn > por xn, considerando o primeiro elemento como possuindo ı́ndice

1 e o último ind́ıce n.

Definição 2.10 [Produto Cartesiano] Sejam A e B conjuntos. Define-se o produto

cartesiano4 de A e B, denotado por A×B como sendo o conjunto de todos os pares

ordenados< x, y > com x ∈ A e y ∈ B, ou seja, A×B = {< x, y > |x ∈ A e y ∈ B}.

Exemplo 2.11 Seja A = {0, 1} e B = {1, 2, 3} dois conjuntos quaisquer. O produto

cartesiano de A por B, e vice-versa, é dado por:

A×B = {〈0, 1〉 , 〈0, 2〉 , 〈0, 3〉 , 〈1, 1〉 , 〈1, 2〉 , 〈1, 3〉}

B × A = {〈1, 0〉 , 〈1, 1〉 , 〈2, 0〉 , 〈2, 1〉 , 〈3, 0〉 , 〈3, 1〉}

Se A e B são conjuntos então uma relação binária R entre A e B é qualquer

subconjunto do produto cartesiano de A e B, ou seja R ⊆ A × B. Quando A = B

diz-se que R é uma relação em A ou R ⊆ A2. A Figura 2.5 mostra: (i) os planos

coordenados e uma região representando uma relação; (ii) o grafo da relação binária

R = {< a, b >,< a, c >,< b, d >,< a, d >,< c, d >,< d, e >}.

3Esta propriedade é derivada da definição formal de par ordenado < a, b >= {{a}, {a, b}}, veja

[28]

4O nome cartesiano é uma homenagem a René Descartes, quem historicamente representou

funções utilizando eixos ortogonais, o eixo horizontal representando o domı́nio da função e o vertical

o contradomı́nio. Assim qualquer região destes planos de coordenadas é uma relação, incluindo as

funções.
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(ii)
A

B

(i)

R

Figura 2.5: Relações: (i) os planos coordenados e uma região representando uma relação;

(ii) o grafo da relação binária R = {< a, b >,< a, c >,< b, d >,< a, d >,< c, d >,< d, e >}.

Do mesmo modo pode-se definir relações n−árias em uma famı́lia de conjun-

tos {Ai}1≤i≤n, como qualquer subconjunto R do produto cartesiano, isto é,

n∏
i=1

Ai

O natural n é a aridade da relação R.

Definição 2.11 [Composição] Sejam A, B e C conjuntos, R uma relação em A×B

e S uma relação em B × C. Então, a composição S ◦ R é uma relação em A × C

definida por {< a, c > | < a, b >∈ R e < b, c >∈ S}, e ilustrada na Figura 2.6.

A forma tradicional de representação de uma relação e através das n-tuplas

ordenadas. Entretando, existem outros modos de representação que privilegiam

determinados tipos de visão, particularmente no que diz espeito às propriedades das

relações que serão descritas na seção a seguir.

A representação gráfica, por exemplo, privilegia a noção de espacialização da

relação. Supondo a e b elementos de um conjunto A, e R uma relação de A em A

tem-se que existirá uma seta entre a e b, se e somente se, 〈a, b〉 ∈ R. A Figura 2.7

apresenta a espacialização de uma relação em A2. Neste caso a relação é dada por

R = {〈1, 2〉, 〈2, 1〉, 〈2, 3〉, 〈3, 1〉, 〈3, 3〉}.

A representação matricial das relações é interessante, sob o ponto de vista

matemático, sempre que a complexidade da representação gráfica dificulta a compre-

ensão da relação. Assim, seja A = {a1, a2, · · · , an} e B = {b1, b2, · · · , bm} conjuntos
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Figura 2.6: Composição de R e S, dada por S ◦R.

1


2


3


1


2


3


Figura 2.7: Representação gráfica de uma relação.
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quaisquer tais que R : A→ B. A matriz Mn×m, representativa da relação R é dada

por:

M [i, j] = F, 〈ai, bj〉 /∈ R

V, 〈ai, bj〉 ∈ R

Exemplo 2.12 A Relação R = {〈1, 2〉, 〈2, 1〉, 〈2, 3〉, 〈3, 1〉, 〈3, 3〉}, descrita na Fi-

gura 2.7, pode ser escrita na forma matricial:

R =


F V F

V F V

V F V


Exemplo 2.13 A Relação S = {〈1, a〉, 〈1, b〉, 〈2, a〉, 〈3, b〉}, sobre os conjuntos A =

{1, 2, 3} e B = {a, b} 2.7, pode ser escrita na forma matricial:

S =


V V

V F

F V


Definição 2.12 [Matriz Produto Lógico] Seja uma relação R com matriz de repre-

sentação MR(m × n), e uma relação S com matriz de representação MS(n × p). A

relação S ◦R possui uma matriz de representação MS◦R(m× p) tal que:

MS◦R [i, j] = [MR(i, 1) ∧MS(1, j)] ∨

[MR(i, 2) ∧MS(2, j)] ∨

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

[MR(i, n) ∧MS(n, j)]

onde i ∈ {1, · · · ,m} e j ∈ {1, · · · , p}.

Exemplo 2.14 Seja a relação R = {〈1, 2〉, 〈2, 1〉, 〈2, 3〉, 〈3, 1〉, 〈3, 3〉}, e a relação

S = {〈1, a〉, 〈1, b〉, 〈2, a〉, 〈3, b〉}. A aplicação da relação R, seguida da aplicação S

irá produzir a relação S ◦ R = {〈1, a〉, 〈2, a〉, 〈2, b〉, 〈3, a〉, 〈3, b〉} (sugere-se ao leitor
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utilizar a representação gráfica para obter S ◦ R). Utilizando-se a matriz produto

lógico, pode-se obter facilmente a relação S ◦ R através da mera multiplicação das

representações matriciais de R e S, tal como a seguir:

R S = S ◦R
F V F

V F V

V F V



V V

V F

F V



V F

V V

V V



2.4 Equivalência e Congruência

Definição 2.13 Seja R uma relação em um conjunto A. R é:

Reflexiva Se para todo x ∈ A < x, x >∈ R.

Simétrica Se para todo x, y ∈ A se < x, y >∈ R então < y, x >∈ R.

Transitiva Se para todo x, y, z ∈ A se < x, y >∈ R e < y, z >∈ R então < x, z >∈

R.

Anti-simétrica Se para todo x, y ∈ A se < x, y >∈ R e < y, x >∈ R então x = y.

Definição 2.14 Seja R uma relação em um conjunto A. Diz-se que R é uma relação

de equivalência se R é relexiva, simétrica e transitiva.

Exemplo 2.15

• A relação = é o caso óbvio de relação de equivalência.

• A relação R = {< x, y >∈ N2 | ter divisores comuns} não é uma relação de

equivalência, R é evidentemente reflexiva e simétrica, mas não é transitiva,

por exemplo < 12, 15 >,< 15, 25 >∈ R porém < 12, 25 >6∈ R.

• A relação R = {< x, y >∈ N2 | ter os mesmos divisores primos} é uma relação

de equivalência.
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u

f


y
[y]

R
v

Figura 2.8: Partição em um conjunto A e f -congruência.

Definição 2.15 Seja R uma relação de equivalência (reflexiva, simétrica e tran-

sitiva) em um conjunto A e x ∈ A. Define-se a classe de equivalência de x com

respeito a R por

[x]R = {y ∈ A | < x, y >∈ R}

.

Lema 2.4 Seja R uma relação de equivalência em um conjunto A e x ∈ A. Então:

1. Se < x, y >∈ R então [x]R = [y]R.

2. [x]R ∩ [y]R 6= ∅ se e somente se [x]R = [y]R.

3.
⋃
x∈A[x]R = A

Definição 2.16 [Partição] Seja A um conjunto e {Ai}i∈I uma famı́lia de subcon-

juntos de A. Diz-se que {Ai}i∈I é uma partição de A se e somente se:⋃
i∈I

Ai = A e para todo i, j ∈ I e i 6= j Ai ∩ Aj = ∅

Lema 2.5 Seja R uma relação de equivalência em um conjunto A. A famı́lia de

classes de equivalência de A com respeito a R {[x]R}x∈A é uma partição de A.

Demonstração: É uma conseqüência do lema 2.4 e definição 2.16.
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Definição 2.17 Seja A um conjunto, R uma relação de equivalência em A e f :

A2 → A, diz-se que R é uma relação de congruência com respeito a f ou uma f -

congruência se e somente se para todo x, y, u, v ∈ A se < x, u >,< y, v >∈ R então

< f(x, y), f(u, v) >∈ R. Ver Figura 2.8.

Exemplo 2.16 O conjunto N pode ser partido pela relação ≡3 definida por x ≡3

y ⇔ resto(x, 3) = resto(y, 3) onde resto(x, y) é a função que nos fornece o resto da

divisão de x por y. É fácil notar que ≡3 é uma relação de congruência com respeito

a +.

2.5 Relações de Ordem

Definição 2.18 Diz-se que uma relação R em um conjunto A é uma relação de

ordem parcial em A, ou simplesmente uma ordem em A se e somente se R é

reflexiva, anti-simétrica e transitiva em A. A relação de ordem é dita ser total se e

somente se para todo x, y ∈ A < x, y >∈ R ou < y, x >∈ R, se diz que esta ordem

é linear. Relações de ordem parcial são em geral denotadas por � (precede). Se

x � y e x 6= y dizemos que x estritamente precede y, o que denotamos por x ≺ y.

Exemplo 2.17 As seguintes relações em N são ordens parciais:

1. ≥ é a mais conhecida das ordens parciais e é total.

2. xMy significando x é um múltiplo de y. Esta não é uma ordem total, por

exemplo 3 não é múltiplo de 2 nem vice versa.

Definição 2.19 Uma estrutura de ordem ou simplesmente uma ordem é um par

< A,�>, onde A é um conjunto e � uma relação de ordem parcial em A.

Definição 2.20 Seja < A,�> uma ordem e X ⊆ A. Diz-se que

1. a ∈ A é um limite inferior de X se e somente se para todo x ∈ X, a � x.

2. a ∈ A é um limite superior de X se e somente se para todo x ∈ X, x � a.
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W. Norton Company, Inc., 2005.

277
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