4.3 Lobgica de Primeira Ordem

Na logica proposicional as primitivas basicas sao chamadas de atomos que
expressam valores 0 ou 1. Através dos atomos sao escritas as formulas, e estas
sao empregadas para expressar idéias complexas. O atomo é tratado como uma
unidade indivisivel, sendo ignorados sua composicao e estrutura. Entretanto muitas
idéias nao podem ser tratadas deste modo simplificado. Considere, por exemplo, as

seguintes sentencas:

Todo homem é mortal.

Uma vez que Joao é homem, entao Joao é mortal.

O raciocinio intuitivo leva o leitor a reconhecer como correta a conclusao
acima. Contudo, a primeira sentenga nao pode ser representada sob a o6tica da
légica proposicional, pois nao é uma sentenga meramente declarativa. Neste sentido,
através da logica de primeira ordem, serao usadas mais trés nogoes légicas, a saber:

termo, predicado e quantificador.

Suponha que se deseja representar “Joao ama Maria”. Primeiro define-se
um predicado ama(z,y), e em seguida, é feita sua instanciagao, ama(Joao, Maria).
Além disto, se Joao for pai de Fulano, pode-se reescrever o predicado ama como

sendo ama(pai — de(Fulano), Maria).

Informalmente, dizemos que Joao, Maria e Fulano sao simbolos individuazis,
ou constantes. As constantes representam qualquer objeto sobre o qual se deseja
descrever algo. A mnocao de constante é uma representacao ampla, podendo ser
dividida em constantes concretas (a praia, o carro, ...), constantes abstratas (a

amizade, o amor, ...) e constantes ficticias (o Papai Noel, o Homem-Aranha, ...).

As varidveis x e y sao chamadas de simbolos varidveis. FEstes simbolos
variaveis permitem estabelecer fatos a respeito de objetos do Universo, sem que
haja necessidade de torna-los explicitos. Desta forma, as variaveis x e y podem as-
sumir um valor verdadeiro ou falso de acordo com a quantificacao e a substituicao

que seré feita.

A funcao pai — de e ama sao chamados de simbolos predicativos. Eles sao res-

122



ponsaveis por representar propriedades ou relagoes entre objeto do Universo. Deste
modo, estas fungoes mapeiam a pessoa chamada Fulano sobre aquela que é seu
pai. Além disto, observe que os simbolos predicativos recebem um certo nimero de
argumentos. Assim, se um simbolo predicativo P possui n argumentos, chama-se P

de simbolo predicativo de n-argumentos.

Definicao 4.7 [Termo]Termo ¢é definido recursivamente como:

(i) Uma constante é um termo;
(ii) Uma variavel é um termo;

(iii) Se P é um predicado de n-argumentos, e t1, . .., t, sao termos, entao P(ty, ..., t,)

é um termo;

(iv) Todos os termos sao obtidos a partir destas regras.

A constante Fulano é um termo, e o predicado pai — de é um simbolo
predicativo de l-argumento. Assim, pai — de(Fulano) é um termo, bem como

pai — de(pai — de(Fulano)), denotando o avo de Fulano, também é um termo.

Definicao 4.8 [Atomo] Se P é um simbolo predicativo de n-argumentos e tq,...,t,

sao termos, entao P(ty,...,t,) é um dtomo.

Uma vez que um atomo se encontra definido, pode-se utilizar os mesmos
conectivos logicos da légica proposicional. Além disto, dado que foram introduzidas
variaveis a representacao, também é possivel utilizar o quantificador universal V e
o quantificador existencial 3. Se x for uma variavel, entao (Vz) é lido com ”para
todo x”ou "para cada x”, enquanto que (3x) é dito "existe um x”, "para algum x”,

"para a0 menos um x’ .

As sentencas listadas a seguir apresentam suas respectivas representagoes em

logica, chamadas formulas:

(a) Todo ntimero racional é um nimero real.

(V) (Q(z) — R(x))
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(b) Existe um nimero que é primo.

(3zx) primo(x)

(c) Para todo nimero x, existe um nimero y tal que = < y.

(Vz)(3y) menor(z,y)

O escopo de um quantificador em uma férmula corresponde ao trecho desta
formula ao qual o quantificador se aplica. Por exemplo, o escopo de ambos os quan-
tificadores universal e existencial na férmula (Vx)(Jy) menor(x,y) é menor(z,y).
O escopo para o quantificador universal na férmula (Vz) (Q(z) — R(z)) é Q(x) —
R(z). Observe que na primeira situagao o escopo nao esta explicitamente definido

pelos simbolos ( e ), enquanto na segunda situagao este escopo encontra-se explicito.

Definicao 4.9 Uma ocorréncia de uma variavel em x em uma férmula é ligada se
x é uma variavel de um quantificador na férmula, ou se x estd no escopo de um

quantificador (Vz) ou (3z) na férmula. Caso contrario, a ocorréncia de x é livre.

Definicao 4.10 [Férmula Bem Formada] Uma férmula bem formada, ou simples-

mente formula, na légica de primeira ordem ¢é definida como:

(i) Um 4tomo é uma férmula;

(ii) Se F' e G sao férmulas, entdo (—F), (FVG), (FAG), (F — G) e (F < G)

sao férmulas;

(iii) Se F' é uma férmula e x é uma variavel livre de F, entao (Vz) F e (3x) F s@o

férmulas;

(iv) Férmulas sdo geradas a partir de um numero finito de aplicagoes de (i), (ii) e

(ii).

Sempre que possivel, e baseando-se na simplificacao da representacao da
férmula, pode-se omitir alguns paréntesis. Por exemplo, (((3z) A) V B) pode ser

simplificado para (3z)A V B.

A representacao do conhecimento empregado predicados envolve o uso de

quatro categorias de sentengas, chamadas enunciados categoricos:
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e Universal Afirmativo: estabelece que um relacionamento é um subconjunto de
outro, normalmente representado com uma férmula similar a (Vz) [P(z) — Q(z)].
Sentenca: Todos os politicos sao ladroes.

Representacao: (Vx) [polz{tico(a:) — ladrao(x)

e Universal Negativo: estabelece uma relacao de disjuncao entre relacionamen-
tos, normalmente representado com uma férmula similar a (Vz) [P(z) — —Q(x)].
Sentenca: Nenhum politico é honesto.

Representacao: (V) [poli'tica(x) — ﬂhonesto(x)]

e Particular Afirmativo: estabelece que os relacionamentos P e () tém uma
interseccao nao vazia, normalmente representado com uma férmula similar a
(Fz) [P(z) A Q(x)].

Sentenca: Alguns politicos sao honestos.

Representacao: (3z) [politico(x) A honesto(m)]

e Particular Negativo: estabelece que existem elementos do relacionamento P
que nao estao em (), normalmente representado com uma férmula similar a
(32) [P(x) A ~Q(x)].

Sentenca: Alguns politicos nao sao honestos.

Representacao: (3z) [politico(:c) A ﬂhonesto(m)]

Exemplo 4.3 Inicialmente, considere que se deseja traduzir as sentencas ” Todo
homem € mortal. Joao é homem. Deste modo, Jodo é mortal”. Denote "x é
homem”por homem(x), e "z é mortal”por mortal(x). Assim, a sentenga "todo ho-
mem é mortal”’pode ser representada por (Vz)(homem(x) — mortal(x)). Observe
que até esse ponto nada foi modelado sobre a constante Joao. Assim, ”Joao é ho-
mem” é representado por homem(Joao), e ainda, ” Joao é mortal”por mortal(Joao).
Desta forma, a sentenca final é (Va)(homem(z) — mortal(z)) A homem(Joao) —

mortal(Joao).

Na légica proposicional, uma interpretacao é uma atribuicao de valores ver-
dade para um atomo. Em légica de primeira ordem, uma vez que existem variaveis
envolvidas, as interpretacoes nao sao tao imediatas. A idéia central é definir um

dominio D sobre o qual a férmula é aplicada. Com base nos valores verdade assu-
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midos pelos predicados instanciados por elementos deste dominio D, verifica-se qual

o resultado é obtido para toda a férmula.

Exemplo 4.4 Considere as férmulas (Vz)P(z) e (3z)—=P(z). Uma interpretagao
pode ser descrita como se segue:

Dominio: D =1,2

Valores assumidos por P: P(1) =1 | P(2)=0

O valor de (Vx)P(x) para esta interpretagao ¢ 0 porque P(x) ndo é 1 para ambos
x =1ex = 2. Por outro lado, uma vez que =P(2) = 1, entdao (3z)—P(zx) é 1 para

esta interpretacao.

Exemplo 4.5 Considere a férmula (Vz)(3y)P(z,y) . A interpretacao é definida
como se segue:

Dominio: D =1,2

Valores assumidos por P: P(1,1)=1 | P(1,2)=0 | P(2,1)=0 | P(2,2)=1
Se x = 1, entdo existe um y, no caso y = 1, que torna o predicado P(1,y) = 1.
Se x = 2, entao também existe um y, neste caso y = 2, o que torna o predicado
P(2,y)=1.

Desta forma, para esta interpretagao (Vz)(Jy)P(z,y) =1.

Exemplo 4.6 Considere a férmula G : (Vx)(P(z) — Q(f(z),a)). Nesta férmula
existe uma constante a, uma funcao f, e dois predicados P e (). A interpretacao I
de G ¢ avaliada conforme a seguir:

Dominio: D =1,2

Valores assumidos por a: a =1

Valores assumidos por f: f(1)=2 | f(2) =

Valores assumidos por P: P(1) =0 | P(2) =

Valores assumidos por @Q: Q(1,1) =1 | Q(1,2)=1 | Q(2,1)=0 | Q(2,2)=1

Se x =1, entao

P(z) = Q(f(2),a) = P(1) = Q(f(1),a)
= P(1) = Q(21)
= 0—=0=1
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Se x = 2, entao

Plx) = Q(f(x),a) = P(2) = Q(f(2),a)
= P2)—=Q(11)
= 1=1=1

Uma vez que P(z) — Q(f(z),a) é 1 para todos os elementos z no dominio D, a

formula G = 1 sob a intepretacao 1.

4.4 Forma Normal Prenex

Em légica proposicional foram introduzidos os conceitos de formas normais
conjuntivas e disjuntivas. Em légica de primeira ordem também existe uma forma
normal, neste caso conhecida como forma normal prenexr. A razao principal para
se considerar férmulas escritas em forma normal prenex deve-se as tentativas de

simplificar o processo de prova, conforme serd visto mais adiante.

Defini¢ao 4.11 [Forma Normal Prenex] A férmula F' em légica de primeira ordem
é dita esta em forma normal prenex se e somente a férmula F' encontra-se segundo
o padrao (Q1x1) ... (Qux,)(M), onde (Q;x;) pode ser tanto (Vx;) como (Jz;), e M
uma férmula sem quantificador algum. (Qix1)...(Q,z,) sdo chamados de prefixo

e M de matriz da férmula F'.

Deste modo, na Formula Normal Prenex, o escopo dos quantificadores deve
ser a féormula inteira. Assim, a férmula (Vz)(Vy)(P(z,y) A Q(y)) e a férmula
(Vx)(Vy)(32)(Q(x,y) — R(z)) encontram-se na forma normal prenex. As regras
de equivaléncia para normalizacao previstas na Tabela de légica proposicional
continuam validas para a légica de primeira ordem. Entretanto, para a logica de
primeira ordem também existem algumas outras regras de equivaléncia validas, tal
como apresentado na Tabela[4.9] cujas as demonstragdes sao simples e deixadas para
o leitor. Na tabela, considere que GG é uma féormula que nao contém a varidvel x, e

ainda, () pode ser tanto o quantificador V, como o 4.

Neste momento, é importante observar que o quantificador universal V e o
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