[6.8(b) apresenta o autéomato finito deterministico em sua versao final.

6.4 Minimizacao de Autématos

Neste momento, parece sugestionavel que nao ha um algoritmo que permita
a construcao de um automato qualquer que implemente a linguagem L a ser repre-
sentada. A construcao de automatos envolve um processo eminentemente criativo,
que tende a ser facilitado com a pratica e o estudo. Durante o processo de criacao, o
projetista do automato, cria um arranjo de estados e transigoes, sem que necessaria-
mente esteja preocupado com a quantidade dos mesmos. Em geral, problemas desta

natureza, objetivando uma otimizagao, sao deixados para uma etapa posterior.

Na segao foi apresentado o processo de conversao de um NFA em um
DFA. Neste processo, observa-se que também nao ha uma preocupacao formal com a
reducao da quantidade de estados. Existe apenas um ensaio de otimizagao quando se

efetua a verificagao de estados inatingiveis e posteriormente realiza-se a eliminagao.

Poder calcular o automato minimo ¢ uma questao importante na construcao
de ferramentas baseadas em automatos finitos tais como: protocolos de comunicagao,
processamento de texto, analise de imagens, lingiifstica computacional, entre outras.
Isto reduz a complexidade da engenharia do software, e em 1ltima medida, torna o

processamento da aplicagao mais leve, e seu custo financeiro, menor.

Um automato com m estados e que aceite uma linguagem L é dito minimo
quando, para todo DFA de n estados que aceite a mesma linguagem L, se a relacao
entre estas quantidades de estados é dada por m < n. Dois estados ¢ e ¢/ sao ditos
equivalentes (=) se Vo,0(q,0) € F < 0(q/,0) € F. Alternativamente, diz-se que
dois estados s@o distintos (#) se 30,0(q,0) € F Aé(q/,0) ¢ F, ou vice-versa.

Observe o automato da Figura (a), cuja linguagem aceita é dada por
(a,b)(a,b)*. Analisando este autémato, percebe-se que a transi¢ao de ¢y para go
aponta para a construgao de strings do tipo a(a,b)*. Ainda nesta mesma figura,
as transicoes que passam pelo estado ¢; permitem a construcao de strings do tipo

b(a,b)* de um modo pouco convencional. Isto ocorre porque a passagem por ¢
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Figura 6.9: Exemplo de minimizagao: (a) Autémato finito deterministico nao minimi-

zado; (b) DFA minimizado.

forca a existéncia de um simbolo b no inicio da string. Depois disso, é possivel fazer
um a*b, e depois em ¢y se pode combinar a ou b como se bem entender. Note que
existem dois comportamentos distintos nesta passagem: (1) quando sdo repetidos
os varios simbolos a; (2) quando nao se usa o simbolo a e efetua-se a transigao de
q1 para go, através do simbolo b. O efeito poderia ser reproduzido se fosse criada a
transigao 0(qo, b) = g2, combinada com a transi¢ao ja existente de go para ¢o. Desta
forma, toda a parte de cima do automato poderia ser descartada, produzindo um

automato menor, conforme a Figura [6.9(b).

A minimizacdo descrita para a Figura torna-se proibitiva quando os
automatos a serem minimizados ficam maiores, pois a tarefa de determinacao do
que minimizar passa por um processo de escolha as vezes pouco sistematico, e de-
pendente da experiéncia do projetista. O processo informal de minimizacao pode ser
descrito em dois passos: (1) identificar todos os estados nao equivalentes, chamados
de distintos; (2) combinar os estados restantes, os estados equivalentes, respeitando

as transigoes necessarias para que a linguagem L seja preservada.

Sob esta oOtica, dois estados equivalentes serao aqueles que executam tarefas
semelhantes. Mais especificamente, dois estados ¢ e ¢/ sao distintos se, e somente se,
estando no estado ¢ e recebendo um simbolo o, o0 DFA efetua a transicao para um

estado de aceitagao (estado final), enquanto que estando no estado ¢/, e recebendo
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Figura 6.10: Exemplo de nao equivaléncia entre estados.

o mesmo simbolo o, o DFA efetua a transicao para um estado de nao aceitagao.
Observe o exemplo da Figura [6.10 o simbolo a nao permite fazer a distin¢ao entre
os estados ¢ e ¢/ pois ambos conduzem o automato para um estado de nao aceitagao,
isto é, que nao pertence a F'. Entretanto, o recebimento de um simbolo b, estando no
estado ¢ conduz para o estado de nao aceitacao ¢o, enquanto que a partir do estado
q! atinge-se o estado final ¢3. Esta distin¢ao entre os estados de chegada torna os

estados ¢ e ¢/ distintos.

Outro conceito importante é o de particionamento de um conjunto, que per-
mite dividir um conjunto em subconjuntos sem sobreposi¢ao. Suponha um con-
junto de estados k& = {qo,q1,42,q3,q4,q5}. Uma particdo hipotética deste con-
junto pode ser dada por P, = {{qo, ¢1},{q, ¢, 0} ,{¢}}. Esta particdo, por sua
vez, pode ser operada por um operador de refinamento que divide os subconjun-
tos de P; em novos subconjuntos, também sem sobreposi¢cao, como por exemplo
Py ={{e} {1} ,{e, 3,94} ,{g5}}. Observe que nao é possivel efetuar o partici-
onamento de um conjunto unitério, pois o conjunto {} nao é considerado como um

grupo de particao.

O particionamento inicial de todos conjunto de estados é dado por Py =
{k — F,F}. Desta forma, na Figura [6.11)(a) sdo apresentados cinco estado, cujo
particionamento inicial é dado por Py = {{qo, ¢1, ¢4} , {q2, ¢3} }, onde G1 = {qo, ¢1,q4}
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Figura 6.11: Exemplo de particionamento.

e Go = {q2,q3}. Considere o grupo G1 = {qo, ¢1, ¢4} sendo submetido a entrada a:

d(qo,a) = q3 € Go
5((]17(1) = QSGGQ

5(614760 = @ € Gy

para a entrada a, todos os estados pertencentes a (G; sao encaminhados para outros
estados pertencentes a um mesmo grupo (Gs no caso), e por isso nao é possivel fazer

uma distingao entre eles. Entretanto, considerando a Figura|6.11{(b) tem-se:

8(qo,0) = g3 € Gy
5((11,5) = q@ueiG

0(qs,0) = q2 € Gy

o estado ¢ ¢ distinto dos estados qg e ¢4 ja que, cada qual sao conduzidos a grupos dis-

tintos. Desta forma a particao Py pode ser refinada para Py = {{qo, ¢4} ,{¢1},{@2, a3} }

Existem duas grandes familias de algoritmos para minimizacao. A primeira
utiliza uma série de refinamentos das parti¢oes do conjunto de estados, e a segunda
utiliza uma sequiéncia de fusoes de estados. Os algoritmos de Hopcroft e de Moore
pertencem a primeira familia, enquanto que o algoritmo de Revuz pertence a se-
gunda. Berstel et alli [86] fornecem uma excelente comparagao entre os algoritmos

de Hopcroft e Moore.

A seguir é descrito o algoritmo de Hopcroft, que é um dos algoritmos mais ve-
lozes para efetuar minimizagao (O(m nlogn), m é o nimero de simbolos do alfabeto

e n a quantidade de estados) [I] em casos gerais. Este algoritmo foi estendido por
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B’eal e Crochemore [87], Valmari e Lehtinen [88], e otimizado para casos especificos.
A seguir é apresentado o algoritmo [6.1] conceitualmente na sua versao original, mas
adaptado para tornar-se mais legivel.

Data: DFA M = (k,X,6, s, ) a ser minimizado

Result: Particionamento P correspondente a minimizacao

/* Cria a partigdo inicial x/
1 P={F k- F};
2 while true do
/* Inicio do refinamento da partigdo P, x/
3 | Puwo=PF;
4 foreach grupo G em P,,,, do
// Quebrar (G em subgrupos
5 foreach ¢ € X do
6 Determinar a que grupo pertence 6(¢%,0)) ;
7 Reagrupar os estados ¢© associados a0 mesmo grupo de
chegada ;
8 Dar novas etiquetas para os grupos no reagrupamento
(GG,
9 Remover o grupo G do conjunto P, ;
10 Adicionar os novos grupos G/, G/, --- ao conjunto P, €
interromper o loop de o € ;
11 end
12 end
/* Fim do refinamento da partigdo P x/

13 if P,,,o == P then
14 break;
15 end

16 P = Pnovo;

17 end

Algoritmo 6.1: Minimizacao de um DFA M = (k, 3,0, s, ), segundo Hopcroft

.

A proposta do algoritmo de minimizagcao [6.1] é realizar sucessivos refinamen-
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tos do particionamento P até o processo de refinamento nao efetue mais nenhuma
modificagao do conjunto particionado. Quando isto ocorre o algoritmo é finalizado

(linhas 13 e 14).

Ao término do algoritmo, e caso seja cabivel a minimizacao, o conjunto P
serd composto por novos grupos. Cada um destes grupos correspondera a um novo
estado do automato minimizado, sendo que o grupo que contiver um estado inicial
correspondera ao estado inicial do novo automato, e os grupos que contiverem es-
tados finais serao convertidos em estados finais no novo automato. Dentro de cada
grupo, deve-se escolher um dos estados para ser mantido, enquanto os restantes
sao descartados. As arestas de entrada e saida deste estado devem ser preservadas,
eventualmente sendo necessario adapta-las para um laco de loop. Em seguida devem

ser removidos quais estados inatingiveis a partir do estado inicial.

Para exemplificar o funcionamento do algoritmo, retome o exemplo da Figura
6.9(a). O passo a passo do algoritmo é apresentado a seguir:
linha : operacao

1 P={{g1,},{aw}}

3 Pnovo = {Ch, C]z}, {QO}
——
Gy Ga
4 Gi={q, ¢}
5 @ o=a
6 : 6(q1,a) = ({1 GGl
0(q2;a) = q2 € Gy
7 : Nao hé reagrupamento a ser feito
8,9,10 : Nada a fazer
5 : o=b
6 : 5(q1,b) =q € Gy
6(q2,b) = 2 € Gy

7 : Nao ha reagrupamento a ser feito

8,9,10 : Nada a fazer

Neste momento chega ao fim o loop referente a linha 5 do algoritmo. O préximo
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passo a ser executado é a nova iteragao do loop da linha 4, onde toma-se como novo
grupo o Go = {qo}. Observe que o trecho de cédigo entre as linhas 3 e 12 se propoe a
fazer um refinamento da particao P,,... Isto, em tltima analise, significa particionar
o grupo Gy. Entretanto, este mesmo grupo GG é um conjunto unitario, e nao ¢é
possivel mais particiona-lo, sugerindo que as préximas operacoes sao desnecessarias.
Contudo, por completude do exemplo proposto, e para demonstrar a insensibilidade

desta situacao por parte do algoritmo, sera dada continuidade ao passo a passo do

algoritmo.
linha : operacao
4 0 Ga={q}
5 1 og=a

6 : d(q,a) =g €Gi

7 : Nao ha reagrupamento a ser feito
8,9,10 : Nada a fazer

5 : o=b

6 : 0(q,0) =q € Gy

7 : Nao ha reagrupamento a ser feito

8,9,10 : Nada a fazer

De fato, esta ultima iteracao nao tinha como acrescentar nenhuma modificagao
a0 P,o0. Por fim, o algoritmo verifica que de fato P, == P (linha 13) e in-
terrompe sua execucao. Como resultado, é obtido o conjunto de particionamento

P ={{q1,9},{q0}}, indicando que ¢; e ¢ sao equivalentes.

Dando continuidade a etapa posterior ao algoritmo, observa-se que nao ha
estado a ser escolhido no grupo Go = {qo} porque a tnica escolha possivel, é o
tnico elemento do grupo, isto é, go. Ja no grupo G; = {q1,¢2} deve-se escolher
um dos estados para ser mantido no automato minimizado, enquanto os restantes
devem ser descartados. Neste caso, optou-se por escolher, aleatoriamente, o estado
qo e descartar o estado ¢;. As transicoes que precisam ser adaptadas sao aquelas
que saem de ¢0 e g; e seguem para ¢p. Por fim, ao analisar o automato restante,

percebe-se que nao existem estados inatigiveis, resultando na minimizacao da Figura

221



Figura 6.12: Minimizagao de DFA: (a) autémato original; (b) autémato minimizado.

[6.9(b)-

O objetivo do exemplo apresentado foi familiarizar o leitor com a mecanica
do funcionamento do Algoritmo [6.1] A Figura [6.12(a) apresenta um outro DFA
que sera usado como ilustracao adicional do processo de minimizacao. Trata-se de
um exemplo um pouco mais longo, onde irao surgir algumas situagoes que ficaram
escondidas no exemplo anterior. Neste sentido, um primeiro momento da execucao

do algoritmo pode ser descrito como se segue:
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linha

7,8

9,10

operacao

P = {{QO, 41,492,493, 44, qﬁ} ) {QS}}

Pnovo = {q07Q17q27QB7q4aQG}a (]5}
~ N~
Gl GQ

Gl - {q07 41,492,493, 44, qG}

Gs ={q0,%,9,¢,9} ,Gs = {g6}

Pnovo = » 415,42, 43, s >
{90, n 02 05 1}, {%6}, s
G3 Ga G2

Observe que nesta etapa do algoritmo foi necessario substituir o grupo G; pelo

grupos G e G4. Isso provocou uma alteragao no conjunto de particionamento P, .,

o que vai obrigar que o loop da linha 4 recomece a varredura sobre P,,,,. Deste
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modo, o proximo grupo a ser testado serda Gs.

linha : operacao

4 G3:{CI07Q1a(127QSaq4}

5 ¢ o=a

7 . Nao ha reagrupamento a ser feito

8,9,10 : Nada a fazer

5 : o=b
6 : 0(q,0) =q €G3
0(q1,0) = q3 € G3

7a8 : GS = q07q1aq2}7G6 - {QS>(]4}

97 10 : Pnovo = {QO>CJ1>C]2}a{C]3aQ4},{Q6},{Q5}
———— e
G5 G(j G4 G2

Novamente houve uma alteracao no conjunto de particionamento P,.,,, 0 que vai
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provocar um recomeco da varredura sobre P, .

linha : operacao
4 Gy = {QO7Q17QZ}
5 1 o=a

6 : d(qgo,a) =q € Gs
(q1,a) = g3 € Ge
0(q2,a) = g3 € Ge

7.8 ¢ Gr={q},Gs={q, ¢}

9,10 : Provo = {%}7 {Q1,Q2}, {Q37Q4}, {616}, {615}
N —— N N
Gr Gs Gs Gy G2

Nesta iteragao, ocorre outra alteracao no conjunto de particionamento P,.,,, fazendo

com que o loop da linha 4 recomece uma nova varredura sobre P, ,.,.

linha : operacao
4 1 Gr={q}
5 1 o=a

6 : 0(qo,a) =qs € Gy

7 : Nao hé reagrupamento a ser feito
8,9,10 : Nada a fazer

5 1 o=b

6 : d(qo,0) =aq1 €Gs

7 : Nao ha reagrupamento a ser feito

8,9,10 : Nada a fazer

O grupo a ser avaliado foi o G7. Nessa avaliagao ja era esperado que nada acontecesse
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pois o conjunto é unitario. Em seguida, o préximo grupo a ser testado é o Gf.

linha : operacao
4 Gs=A{q, ¢}
5 1 o=a

6 : d(q,a) =qs € Gg
0(q2,a) = q3 € Gg

7 : Nao ha reagrupamento a ser feito

8,9,10 : Nada a fazer

5 1 o=b

6 : d(q1,0) = g3 € Gg
0(q2,0) = qa € G

7 : Nao hé reagrupamento a ser feito

8,9,10 : Nada a fazer

O grupo Gy era candidato a sofrer alteragao, porém isto nao aconteceu. Em seguida,

o terceiro grupo a ser avaliado ¢ o Gj.

linha : operacao
4 Gs=1{q3,q}
5 1 o=a

6 : d(gz,a) =q € G
0(qs;a) = q3 € Gg
7 : Nao ha reagrupamento a ser feito
8,9,10 : Nada a fazer
5 1 o=b
6 : d(gs,0) = g5 € G2
0(qa, b) = g5 € G2
7 : Nao hé reagrupamento a ser feito

8,9,10 : Nada a fazer

A seguir o grupo Gy, tal como aconteceu anteriormente, é um conjunto unitario, e
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portanto é esperado que nao haja alteracao.

linha : operacao
4 Gy={q}
5 1 o=a

6 : 0(qo,a) =q € Gy

7 : Nao ha reagrupamento a ser feito
8,9,10 : Nada a fazer

5 o=b

6 : 0(qo,b) = q1 € Gy

7 : Nao ha reagrupamento a ser feito

8,9,10 : Nada a fazer

Analogamente, o grupo G5 também é um conjunto unitério e portanto nao havera

alteracao.
linha : operacao
4 Gy={g}
5 1 o=a

6 : (gs,a) =q5 € G

7 : Nao ha reagrupamento a ser feito
8,9,10 : Nada a fazer

5 o=b

6 : (g5, b) = g5 € Go

7 : Nao ha reagrupamento a ser feito

8,9,10 : Nada a fazer

Neste momento, o algoritmo segue um fluxo de execugao, que até entao nao havia

sido percorrido. Trata-se da verificacao da condicao de parada do algoritmo.

linha : operacgao
13 : P, € diferente de P
14 : P= {{qO}7{QIJQQ}7{Q37Q4}7{Q6}J{qS}}
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A condicao de parada nao foi satisfeita, e em seguida o algoritmo retorna para a
linha 3 de forma a fazer uma nova iteracao de refinamento. Nesta nova tentativa,
P00 N0 serd mais refinado e consequentemente nao seria modificado (deixa-se esta
verificagdo a cargo do leitor). Assim, quando é novamente testada a equivaléncia

entre P e P40, 0 resultado é verdadeiro e o algoritmo encerra (linha 14).

Desta forma, ao término da execugao do algoritmo é obtido o particionamento
P = {{q} {a, @} {9 91}, {¢6} {5} }, indicando que 1 = @2 e g3 = qu4. Estas
equivaléncias permitem remodelar o DFA da Figura m(a) para aquele apresentado
na Figura m(b) Observe ainda que a eliminacao do estado gg nao foi resultado

da minimizacao, mas sim da percepcao de que ele é um estado inatingivel.

6.5 Conclusoes e leituras recomendadas

Turing propos um modelo abstrato de computacao, conhecido como maquina
de Turing, com o objetivo de explorar os limites da capacidade de expressar solugoes
de problemas. Sob esta otica, a maquina de Turing é uma proposta de definicao
formal da nocao intuitiva de algoritmo. Por conseguinte, trata-se de uma tentativa

de responder ao questionamento sobre o que pode, e o que nao pode ser computado.

Neste capitulo forma apresentados modelos matemaéticos diferentes que exe-
cutam tarefas neste contexto: decidir, semi-decidir, reconhecer, construir funcgoes.
A adigao de certos aspectos (quantidade de fitas, leitoras e acesso aleatdrio) nao
aumenta o conjunto de tarefas que podem ser executadas por uma maquina sim-
ples de Turing. A capacidade de computacao representada pela maquina de Turing
é o limite maximo que pode ser atingido por qualquer dispositivo de computagao.
Qualquer outra forma de expressar algoritmos tera, no maximo, a mesma capacidade

computacional da maquina de Turing.

6.6 Exercicios

6.1 Construir um automato finito deterministico que reconhega as linguagens a

seguir:.
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(a) L(M) ={w € {a,b}" | cada a em w é imediatamente precedido por um b}
(b) L(M) = {w € {a,b}" | w tenha abab como substring}

(¢) L(M) ={w € {a,b}" | w tem dois a's consecutivos ou dois b's consecutivos}
(d) L(M) ={w € {a,b}" | w nao tem aa nem bb como substrings}

(e) L(M)= {w € {a,b}" | w é uma string com nimero impar de b’s}

(f) L(M) = {w € {a,b}* | w contém um nimero impar de a's e impar de b's em qualquer orden

(g) L(M) ={w € {a,b}" | wtem ab e ba como substrings}

(h) L(M) = {w € {a,b}* | w contém um nimero impar de a's e par de b's em qualquer Ordem}

(i) L(M) = {w € {a,b}" | w inicia e termina com o mesmo sz{mbolo}
6.2 Descreva a linguagem aceita por cada um dos automatos da Figura [6.13]

6.3 Construa um autoémato finito deterministico cujo alfabeto sao os digitos deci-

mais ¥ = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} tal que os strings sejam divisiveis por trés.

6.4 Construa um automato finito deterministico cujo alfabeto sao os digitos deci-

mais ¥ = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} tal que os strings sejam divisiveis por seis.

6.5 Construa um automato finito deterministico que reconhega se um ntmero
binario é divisivel por trés. A leitura do nimero comeca pelo bit mais significa-

tivo (MSB) e termina no bit menos significativo (LSB).

6.6 Construa um automato finito deterministico que reconheca um niimero binério
cujo divisao por cinco resulte em resto dois. A leitura do niimero comeca pelo bit

mais significativo (MSB) e termina no bit menos significativo (LSB).

6.7 Construa um automato finito deterministico que reconheca se um nimero
binario é divisivel por cinco. A leitura do nimero comeca pelo bit mais signifi-

cativo (MSB) e termina no bit menos significativo (LSB).

6.8 Construa um autéomato finito deterministico sobre o alfabeto ¥ = {0,1} que

aceite strings que terminem com 01.
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(e) (®

Figura 6.13: Autéomatos do Exercicio
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Figura 6.14: Autématos do Exercicio

6.9 Construa um autéomato finito deterministico sobre o alfabeto ¥ = {0,1} que

aceite strings que contenham uma quantidade igual de ocorréncias de 01 e 10.

6.10 Construa um autéomato finito deterministico sobre o alfabeto ¥ = {0,1} que

aceite strings que contenham pelo menos dois Os e no maximo um 1.

6.11 Construa um autémato finito deterministico sobre o alfabeto ¥ = {0,1} que
aceite strings em que cada 0 do string seja imediatamente precedido e imediatamente

seguido por 11.

6.12 Determine o DFA correspondente ao NFA da Figura [6.6{a).
6.13 Determine o DFA correspondente ao NFA da Figura
6.14 Determine o DFA correspondente ao NFA da Figura [6.15
6.15 Determine o DFA correspondente ao NFA da Figura [6.16

6.16 Realize a minimizacao dos autdématos da Figura [6.17]
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Figura 6.15: Autoémato do Exercicio

1
1

Figura 6.16: Autoémato do Exercicio
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Figura 6.17: Autoémato do Exercicio
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