Capitulo 2

Nocoes Preliminares

Neste capitulo serao introduzidas algumas nogoes matematicas basicas para
o entendimento dos demais capitulos. A apresentacao do material é feita de modo
informal, e o leitor deve procurar na literatura citada nas referéncias esclarecimentos

maiores, quando isto se tornar necessario.

2.1 Conjuntos

As idéias da Matematica, em geral, envolvem um processo evolucionista no
qual varios estudiosos trabalham paralelamente. Entretanto, a Teoria dos Conjun-
tos [26], 27] ndo compartilha esta caracteristica com as demais dreas da Matematica,
pois ela foi criada pelo matematico russo-alemao chamado George Cantoxﬂ Em
1872, Cantor conheceu o mateméatico Richard Dedeking, cujo pensamento abstrato

e logico influenciou as idéias desenvolvidas por Cantor, e que mais tarde iriam al-

!George Ferdinand Ludwig Philipp Cantor nasceu em 03 de marco de 1845 e morreu em 06
de janeiro de 1918. Nascido na Riussia, mudou-se para Alemanha com dez anos de idade. Foi
responsavel por fazer a distingao entre conjuntos enumeraveis e nao enumeraveis. Provou que
o conjunto dos nuimeros racionais Q é enumeravel e que o conjuntos dos nimero reais R é néo
enumeravel, usando o célebre argumento da diagonal de Cantor. Foi o primeiro a utilizar o simbolo
R como representagao dos conjuntos reais. Durante boa parte de sua vida sofreu ataques de
depressao que o conduziram a morte em um hospital psiquidtrico. A descoberta do Paradoxo de

Russell contribuiu de forma significativa para a sua faléncia nervosa.
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terar o que hoje se conhece com Matematica Moderna. Em um artigo de 1874 no
Crelle’s Journal, ele demonstrou que os ntimeros reais tém uma correspondéncia um
para um com os numeros naturais, enquanto que para estes ultimos nao existe tal
correspondéncia. Sob esta dtica, o ato de contar é um aspecto comum entre a Teoria
dos Conjuntos e a Computacao, e por este motivo, torna-se desejavel rever alguns

conceitos iniciais sobre a mesma.

Um conjunto é uma colecao de objetos distintos, usualmente caracterizado
por enumeracao ou por uma propriedade que seus elementos possuem, gozam, ou
satisfazem. Conjuntos sao denotados por letras maiisculas latinas ou gregas, com
ou sem indices, assim A, I' e By podem ser usados como nomes de conjuntos. Os

objetos que constituem um conjunto A sao membros ou elementos do conjunto.

Com respeito a notacao, deve-se estabelecer que:

1. se a é um elemento de A, diz-se que a pertence a A ou a € A; abreviadamente,
se varios elementos, digamos, a, b e ¢ sao elementos de um conjunto A, pode-se

dizer a, b, c € A;

2. se um conjunto A tem como unicos elementos a, b e ¢, podemos representa-lo

por A = {a,b,c};

3. uma propriedade que certos elementos gozam é representada por P(z). Se
forem considerados valores para x, por exemplo 1, representado por P(1), le-
se “P de 1”. Assim o conjunto cujos elementos satisfazem uma propriedade P
é representado por A = {x € B|P(x)}. Conjuntos especificados desta forma

sao lidos como: “A é o conjunto dos elementos x de B tal que P(x)”;

4. se os elementos de um conjunto sao indexados, por exemplo pelos nimeros
naturais de 1 a n, usamos a notagdo A = {ay,as, -+ ,a,}; se o conjunto de
indices de A for um outro conjunto, digamos I, cujos elementos nao foram

especificados, dizemos A = {a; }ier.

Existem conjuntos que possuem um grande niimero de elementos, por exem-

plo o conjunto de todos os jornais de todas as cidades do mundo que foram publica-
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dos desde o inicio da imprensa até o dia de hoje. Note que embora nao saibamos o

nimero de elementos, estes estao bem especificados por uma propriedade definidora.

Exemplo 2.1

pares {z € N |z é um numero natural e x é divisivel 2}

impares {z € N |z é um ntimero natural e z ndo ¢é divisivel 2}

Um conjunto que nao tem elementos é dito ser vazio, e é denotado por (.
Conjuntos vazios em geral surgem quando é especificado por uma propriedade que

nao ¢ satisfeita por nenhum elemento. Por exemplo A = {z |z # x}.

Definicao 2.1

1. Diz-se que A é um subconjunto de B se e somente se para todo x, se © € A
entao x € B e denotamos por A C B; neste caso diz-se também que B é um
superconjunto de A, denotado por B D A. Formalmente tem-sd’| A C B <

para todo x, se x € A entao x € B.

2. Diz-se que A é igual a B, o que é denotado por A = B se e somente se A C B
e BC A. Formalmente A=B< AC Be BCA.

3. Diz-se que A é um subconjunto préprio de B, o que é denotado por A C B, se

e somente se A é um subconjunto de B, mas A nao é igual a B. Formalmente

ACB&ACBeB¢ A
Exemplo 2.2 {a,b,c} C {b,c,a,e}; pares C N, impares C N.

Lema 2.1 Sao vélidas as seguintes propriedades:

(pl) ACBeBCC=ACC
(p2) AcBeBCc(C=AcCC
(p3) ACBeBCA=A=B

2Neste capitulo é utilizado < para representar a expressao “se e somente se”e = para representar

a expressao “se---entao---”.
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Demonstracao (p1): Uma vez que A C B e B C C tem-se

Vre A—x€B Ve A—xeC
=

VxeB—szxzec(C AC(C

Demonstracao (p2): Uma vez que A C B e B C C tem-se

i)Vre Az €eB

(ii) Iye B|ly¢g A (i) e (tit) Vi €e A=z e€C
(
(

= (w)e(i)IzeC|z¢ A

iii) Vye B—yeC
) AcC

iw)3zeC|z2¢B
Demonstracao (p3): Yx € A — = € B, mas se z € B, ndo necessariamente z € A.

Vz € B — z € A, logo para satisfazer a condicao anterior A = B.

Defini¢ao 2.2 [Conjunto poténcia] Seja A um conjunto. O conjunto de subcon-
juntos de A é chamado de conjunto das partes de A ou conjunto poténcia de A,

denotado por p(A). Formalmente p(A) = {X | X C A}.

Note que p(A) é um conjunto de conjuntos, diz-se que tais conjuntos sao

familias de conjuntos.

Defini¢ao 2.3 [Operagoes sobre conjuntos]

Uniao Sejam A e B conjuntos. A uniao de A e B denotada por AU B é definida
por AUB = {x|x € Aoux € B}. Seja {A;}ie; uma familia de conjuntos
com indice I. Entao a uniao da familia é definida por

UAZ- = {x|existe i € I tal que x € A;}
i€l

Se I =1,2,--- ,n escreve-se
=n n
Jaon Ua
i=1 i=1

Intersegao Sejam A e B conjuntos. A intersecao de A e B denotada por AN B
¢ definida por ANB = {z|z € Aex € B}. Seja {A;}ier uma familia de

conjuntos com indice I. Entao a interse¢cao da familia é definida por

ﬂAi:{:ﬂpam todoiel xze A}

el
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 2.1: Diagrama de Venn de operacdes com conjuntos: (a) AU B; (b) AN B; (c)

A— B; (d) A.

Se [ =1,2,---  n escreve-se
i=n n
4o ()4
i=1 i=1

Diferenca Sejam A e B conjuntos. A diferenga de A e B, denotada por A — B, é
definida por A— B={xz|x € Aex & B}.

Complemento Seja A um conjunto. O complemento de A, denotado por A, é

definido por A = {z |z & A}.

Poténcia Seja A um conjunto. O conjunto poténcia de A (também conhecido como

conjunto das partes de A), denotado por P, é definido por P = {z |z C A}.

Em geral, serao estudadas propriedades de subconjuntos de um conjunto U
ou “conjunto universo”’. Portanto, nas defini¢oes feitas até o momento, presupoe-se
sempre que para um conjunto A C U, A = {x € U | P(z)}. No caso do complemento
de A, A = U— A. Alguns autores se referem & diferenca A — B como o complemento
de B com relacao a A. A figura apresenta diagramas de Venn ilustrativos das

operacoes de uniao, intersecao, diferenca e complemento.
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Exemplo 2.3

—_

. {1,2,3}U{3,4} = {1,2,3,4}
2. {1,2,3,5}N{3,4,5} = {3,5}
3. {1,2,3} — {3,4} = {1,2}
4

pares = impares, com relacao a N
Lema 2.2 Sao validas as seguintes propriedades:

ACB=AUB=B
ACB=ANB=A
p6) ACB=DBCA

(p4)

(p5)

(p6)

(p7) AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
(p8) AU

(p9)

(

5

=

8 BNC)=(AUB)N(AUC)

X
C
oy
Il
N
e

P9
p10)

N
U

D
D)
oy
Il
AN
wu]

Ainda que o formalismo matematico sugira uma Teoria dos Conjuntos com-
pleta e consistente, o leitor dever ter cuidado para nao aceitd-la de forma incondi-
cional e ingénua. Bertrand Russell descobriu um paradoxo na teoria (Paradoxo de
Russell) que nunca foi resolvido. Considere o conjunto C como sendo ”o conjunto de
todos os conjuntos que nao se contém a si préprios como membros”. Formalmente,

A é elemento de C' se e s6 se A nao é elemento de A, isto é, C' = {A|A ¢ A}.

Pela Teoria dos Conjuntos, C' é um conjunto perfeitamente bem definido.
Contudo, se C' contém a si mesmo, entao, por defini¢ao, ele nao ¢ membro de C'. Por
outro lado, supondo que C' nao contenha a si mesmo, entao ele precisa ser elemento

de C', uma declaracao aparentemente verdadeira que leva a uma contradicao légica.

Outra formulagao interessante deste paradoxo é conhecida como paradoxo do
barbeiro. Imagine um barbeiro que recebe a atribuigao de barbear todos os homens,
e somente homens quem nao barbeiam a si mesmos. Observe que existem apenas
dois conjuntos distintos, aquele no qual os homens barbeiam a si mesmos, e aquele
no qual os homens nao barbeiam a si mesmos. Se o barbeiro pertence ao conjunto
dos homens que barbeiam a si mesmo, entao ele, como barbeiro nao poderia se
barbear. Ora, mas como ele nao pode se barbear, entao ele, como barbeiro, deve

cumprir sua obrigacao de se barbear. Parece evidente que a tnica solucao para este
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problema, é que o problema nao deveria existir.

Kurt Godel usou o paradoxo do barbeiro para provar o seu teorema da in-
completude. Alan Turing também demonstrou a indecidibilidade do problema da

parada usando o mesmo paradoxo.

2.2 Funcoes

A Computagao emprega fungoes em larga escala, particularmente aquelas que
transformam um conjunto finito em outro conjunto finito, fungoes estas conhecidas
como funcgoes discretas. Um programa de computador pode ser entendido como uma
funcao que utiliza dados como argumentos de entrada, e que produz um resultado

associado a estes argumentos.

Sejam A e B conjuntos quaisquer; uma fungao f de A em B é uma regra que
associa a certos elementos de A um unico elemento de B. Esta unicidade significa

que se f associaa € Aab, € Beaby € B entao by = bs.

Para dizer que f é uma funcao de A em B usa-se a notagao f : A — B O
conjunto de todas as funcoes de A em B é denotado por B4, ou seja BA = {f| f :

A — B}.

Seja A um conjunto, entao chama-se de operacao n-aria uma funcao f : A" —

Se f: A — B entao diz-se que A é o conjunto de partida de f e B o conjunto
de chegada de f. O subconjunto de A cujos elementos sao associados a elementos
de B é chamado de dominio de f, denotado por dom(f). O conjunto B, por sua
vez é chamado de contra-dominio de f, denotado por ctr(f). O subconjunto de B,
aos quais aqueles elementos de A foram associados, é chamado de imagem de f, que

denota-se por img(f). Denota-se o elemento de B associado a um elemento a € A

por f(a), tal como a Figura

Definigao 2.4 Seja f: A— Beg: A— B. Diz-se que

1. f é uma sobrejecao, ou que f é uma funcao de A sobre B, se e somente se
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A = dom(f)

Figura 2.2: Funcio de A em B.

img(f) = B (ver Figura 2.3h).

2. f é uma injecao ou injetiva de A em B se e somente se para cada elemento

do conjunto A corresponde um elemento distinto do conjunto B, isto é, para

todo z,y € A se f(x) = f(y) entdo x =y (ver Figura )

3. f é uma bijecao se e somente se f é uma injecao e uma sobrejegao.

4. f é igual a g, denotado por f = g se e somente se para todo z € dom(f)

f(z) = g(x), e além disso dom(f) = dom(g)
5. f é uma funcao total de A em B se e somente se dom(f) = A.

6. f é uma funcao parcial de A em B se nem todos os x € A pertencem ao

dom(f).

7. se x € dom(f) entdo f(x) | (f converge em z); se z € A — dom(f) entao
f(z) T (f diverge em x).

Exemplo 2.4 A seguir sao exibidos alguns tipos de funcgoes:

Funcgoes no discreto Por exemplo fungoes do conjunto dos naturais N no conjunto

dos naturais f: N — N

1. f:N —= N, definida por: para todo z € N f(z) =z +1
2. f:N — N, definida por: para todo z € N f(z) = 2.x

3. f: N — N, definida por: para todo = € N, tal que 3 divide = f(z) = x/3
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B
-A
(b) h

Figura 2.3: Fungoes: (a) Sobrejetora; (b) Injetora.

_.___—_j’

(gof)

Figura 2.4: Composicao de f e g.

As funcoes 1. e 2. sao fungoes totais nao sobrejetivas, 3. é uma funcao parcial

pois dom(f) = {0,3,6,9,---}

Fungoes no continuo Por exemplo fungoes f : R — R, onde R é o conjunto dos

reais.

Definicao 2.5 Seja f : A — B uma funcao injetiva. A inversa de f, denotada por
/7! é uma funcao de B em A definida por f~1(z) = y se e somente se f(y) = .

Formalmente f~!(z) =y & f(y) = x.

Definicao 2.6 Sejam as funcoes f: A — Beg: B — C. A composicao de f e g,
go f,éafuncao de A em C tal que go f(z) = g(f(x)) (ver Figura[2.4).

Lema 2.3 Sejam as fungoes f : A — B e g : B — C fungoes injetivas. Entao

(go f)™t = ftog! (ver Figura .
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Defini¢ao 2.7 Seja A C B um conjunto. Uma funcao f : A — {0,1} é a funcéo

caracteristica para A se e somente se

1 sexe A
0 sex¢g A

para todo v € B f(z) =

Funcgoes caracteristicas de um conjunto A sao, em geral, representadas por 4.

Exemplo 2.5 Se o resto da divisdo de x por y for dado por resto(z,y) entao a

seguinte funcao é a funcao caracteristica do conjunto dos nimeros impares:

Ximpares($) = resto(x, 2)

e para oS pares:

Xpares(z) = 1 — resto(z, 2)

Se este processo pode ser representado por uma funcao sobrejetora h : N — A,
onde h associa a cada numero natural um elemento de A, entdao diz-se que A é
contavel, caso contrario é nao contavel. Se o processo de contagem termina, ou seja,
se existe uma bijegao h : {1,--- ,n} — A, n € N, diz-se que a cardinalidade de A,
denotado por #(A), é n (finita). O Algoritmo apresenta um resolutor para o
processo de contagem.
Data: Conjunto A cuja quantidade de elementos deseja-se obter
Result: Cardinalidade finita do conjunto A
iContagem = 0;
while A # () do
Retirar um elemento de A;
iContagem = iContagem + 1;
end

Cardinalidade finita do conjunto = iContagem;
Algoritmo 2.1: Determinacao da cardinalidade finita de um conjunto

Se o processo de contagem nao termina, diz-se que A tem cardinalidade infi-
nita. Por exemplo todo subconjunto de N tem cardinalidade infinita que ¢é represen-
tada por Ny (aleph 0). Na realidade, no caso de N, apés a retirada de n elementos
nao importante quao grande é n ainda sobrard um conjunto com cardinalidade N.

O conjunto dos pares e o dos impares também tém cardinalidade Ry, e ambos sao
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partes de N.Observe que se um conjunto pode ser colocado em correspondéncia

biunivoca, entao ele também possui cardinalidade Ng.

Definicao 2.8 Um conjunto A é enumerdvel (contavel) se ele é finito ou se tem
cardinalidade Ny. Uma enumerac¢ao para um conjunto x enumeravel infinito repre-

sentado por uma seqiiéncia y = ay, ag, as, . .. ¢ uma bijecao f(a;) =1 € N.
Exemplo 2.6 Z é enumeravel.

f:Z—N
2n+1 ,sen =0
fln) =

—2n ,sen <0
OJ
Exemplo 2.7 Pares ordenados envolvendo niimeros naturais, N x N é enumeravel.

Para demonstrar, basta ordenar os pares ordenados como se segue e em seguida

atribuir etiquetas de numeros naturais as suas posigoes.

O

Exemplo 2.8 O conjunto de todas as palavras formadas a partir de um alfabeto

¥ = 01,09,...,0,, conhecido porX*, é enumeravel pela funcao:

f:¥ =N
k

f(palavra) = Z posicdo do caracter; x n’
i=1

onde k é o tamanho da palavra. O

Exemplo 2.9 O conjunto dos programas de qualquer linguagem de programagao
(LP) é enumerével, pois qualquer LP possui um alfabeto 3 tal que o programa esta

em 2%, O
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Defini¢ao 2.9 Um conjunto A é dito ndo enumeravel se #(A) > ;.

A prova da existéncia de conjuntos nao enumeraveis foi feita por Cantor
(1874) através de um método que ficou conhecido como diagonalizagdo de Cantor,

ilustrado no exemplo a seguir.

Exemplo 2.10 O conjunto R é nao enumeravel. A idéia para essa demonstragao é
que se existir uma bije¢do R — N, seria possivel compor uma bijegao de |0, 1[— R
e entdo concluir que ]0,1][ é enumerdvel. Contudo, sabe-se que |0,1[ ndo é enu-
meravel. Assim, suponha uma demonstragao por contradi¢ao. Suponha que |0, 1]
¢ enumeravel, e seja uma bijecao f : N —]0,1[. Assim, cada nimero natural n é
mapeado sobre um nimero decimal:

0 — 0. ag a1 age

1 — 0. aip a11 a12

2 — 0. A9p A21 G99

A intencgao é mostrar que é f nao é uma bijecao. A idéia de que N tem cardinaldade
N, é preciso mostrar que ]0,1[ tem cardinaldade maior que N,. Desta forma, o
argumento sera que f nao pode ser sobrejetora, logo é possivel encontrar um nimero
que nao é mapeado.

0 — 0. agg ap1 aoe

1 — 0. aip A11 A12

2 = 0. A9 G921 A22

onde b = O.boblbg e € b() 7£ anpo, b1 7& A1y veny bz 7é Qi

Suponha i € N tal que f(i) = b. Note que f(i) é mapeado sobre o nimero
real 0.a,0a1a;2 - - - az - - - . Porém, por construcao de b, b; # a;;, logo f(i) # b. Assim,
tem-se que b nao esta mais na lista. Se b nao esta na lista, f nao é sobrejetora, e

também nao é bijetora. O

Teorema 2.1 Seja A um conjunto qualquer, #(A) = X;. Entao #(P(A)) > #(A)
(§ #(P(A)) = Ni+1.
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Basta provar que #(A) < #(P(A)). Para isso, é suficiente mostrar que nao
existe funcao bijetora de A — P(A). Seja entdo uma f : A — P(A) bijetiva. Seja
r € A de modo que f(x) =y, onde #(y') = 1. Observe que todos os elementos de
A estdao mapeados sobre os elementos de P(A) com cardinalidade 1. Resta mapear
os elementos de P(A) cuja cardinalidade é maior que 1. Como todos os elementos de
A ja foram utilizados, é necessario tomar novamente um x de modo que f(x) = y”

/

onde #(y") > 1. Contudo, para fazer isto, tem-se um = € A tal que f(z) = ¢ e

f(x) =9, logo f nao é uma funcao e muito menos bijetiva. O

Neste sentido, conjuntos infinitos de cardinalidades sucessivamente maiores
podem ser obtidos pela aplicacao sucessiva da operagao conjunto-poténcia. Consi-
dere os conjuntos A, B =P(A),C =P(B), D = P(C) etc. Entao, #(A) < #(B) <
#(C) < #(D) < .... De acordo com a teoria de Cantor, N é o conjunto que possui
a menor cardinalidade entre todos os conjuntos infinitos, a qual é denotada por Ny,

o primeiro nimero da sua série transfinita. Por conseqiiéncia, N < P(N).

Teorema 2.2 Sejam A e B dois conjuntos, B C A. Se #(A) =Ny , entdo #(A) <
N,

Se #(A) = Ny, entao existe uma fungao bijetora entre o conjunto dos nimeros
naturais N e o conjunto A (e vice-versa). Logo, existe uma funcao injetora e total

f1 que associa elementos de A e N, conforme a seguir:

B: — a — ... a,
Ja: 1 !
A: ay a1 ay ... a,
o L] !
N: 1 2 3 ... n

Observe também que se B é subconjunto de A, é possivel associar cada elemento
de B ao mesmo elemento de A através de uma funcao injetora e total fo. Ja a
composicao das fungoes f; e fo mostra que existe uma funcao injetora e total de B
para N. Logo, #(B) < #(N), ou seja, #(B) < Ny. Em outras palavras, qualquer
subconjunto (finito ou infinito) de um conjunto enumeravel é também um conjunto

enumeravel. O
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Teorema 2.3 Sejam A e B dois conjuntos quaisquer. Se #(A) = Vg e #(B) = Ny,
entdo #(AU B) = N,.

Se A e B sao conjuntos enumeraveis (finitos ou infinitos), entao seus elementos

podem ser ordenados da seguinte forma:
A ag,a1,02,. ..,y 1, Qny Gty - -

B: bOablab27 s 7bn—17bnabn+1a s

A enumeragao dos elementos de A U B pode ser feita através do seguinte modo:
AU B :ag,bo,a1,b1,a2,by, ..., @n1,bp1,n, byy A1, byt - -

Desta forma, AU B é um conjunto enumeravel e #(A U B) = Xy, e a unido de dois

conjuntos enumeraveis é sempre um conjunto enumeravel. O

Teorema 2.4 Sejam A e B dois conjuntos quaisquer. Se #(A) = Rg e #(B) = N,
entdo #(A N B) < Ry.

Se AC B,entao ANB = A e #(AN B) = #(A) = Xy por hipdtese. Se,
por outro lado, B C A, entao AN B = B e #(AN B) = #(B) = X, por hipdtese.
Finalmente, se nenhuma dessas duas condigoes for verdadeira, entdo (AN B) C A e,

pelo Teorema #(AN B) <X . Portanto, em qualquer caso #(AN B) < Ny. O

Teorema 2.5 Sejam A e B dois conjuntos, B C A. Se #(A) = Ny e #(B) = N,
entdo #(A — B) = ;.

Suponha-se que #(A — B) = ¥y. Entao, de acordo com o Teorema ,
#((A—B)UB) = Xy, o que contradiz a hip6tese de que #(A) = Wy, pois (A—B)UB =
A. Como B C A, e portanto, #(B) < #(A), conclui-se que #(A — B) = ;. O

2.3 Relacgoes

Freqiientemente, é utilizado a nocao de relacoes entre duas ou mais coisas.
Por exemplo, Batman se relaciona com Robin como parceiro; UFRJ e Rio de Janeiro
como localizacao ou, a relacao de “estar entre” pode ser verificada entre trés objetos

quaisquer do espago fisico. Informalmente ¢é exigido que exista uma conexao entre
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as coisas que se relacionam. Esta idéia vaga de conexao é incorporada formalmente
pelo conceito de par ordenado. Fundamentalmente, um par ordenado < a, b > possui

a seguinte propriedadeﬂ:

< X1, T >=<1Y1,Y2 > Se e somente se r1 = Y1 € Ty = Yo

A nocao de par ordenado é extendida pela nocao de n-tupla ordenada, deno-

tada por < ai,as,--- ,a, > com a propriedade:

< X1,%2,0 0 3T >=<Y1,Y2, " ,Yn > T1 = Y1," " Tp = Yn

Em vez de n-tupla ordenada diz-se também n—pla ou em geral pla. Por razoes
de economia e facilidade de escrita e leitura, representa-se as plas de letras indexadas
< xy,%9,- -+ , X, > por z,, considerando o primeiro elemento como possuindo indice

1 e o ultimo indice n.

Defini¢ao 2.10 [Produto Cartesiano| Sejam A e B conjuntos. Define-se o produto
cartesiandﬂ de A e B, denotado por A x B como sendo o conjunto de todos os pares

ordenados < x,y >comzx € Aey € B,ouseja, AXB={<uxz,y> |z € Aey € B}.

Exemplo 2.11 Seja A ={0,1} e B = {1, 2,3} dois conjuntos quaisquer. O produto
cartesiano de A por B, e vice-versa, é dado por:

Ax B=1{(0,1),(0,2),(0,3),(1,1),(1,2),(1,3)}

B x A={(1,0),(1,1),(2,0),(2,1),(3,0),(3,1)}

Se A e B sao conjuntos entao uma relagao binaria R entre A e B é qualquer
subconjunto do produto cartesiano de A e B, ou seja R C A x B. Quando A = B
diz-se que R ¢ uma relacao em A ou R C A% A Figura mostra: (i) os planos
coordenados e uma regido representando uma relagao; (ii) o grafo da relagao bindria

R={<ab><a,c><bd><a,d><cd><de>}

3Esta propriedade é derivada da definigao formal de par ordenado < a,b >= {{a}, {a,b}}, veja
28]

40 nome cartesiano é uma homenagem a René Descartes, quem historicamente representou
fungoes utilizando eixos ortogonais, o eixo horizontal representando o dominio da fungao e o vertical
o contradominio. Assim qualquer regiao destes planos de coordenadas é uma relacao, incluindo as

fungoes.
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1) (i)

Figura 2.5: Relagoes: (i) os planos coordenados e uma regido representando uma relacao;

(it) o grafo da relagdo bindria R = {< a,b >, < a,c >, < b, d >, < a,d >, < ¢,d >, < d,e >}.

Do mesmo modo pode-se definir relagbes n—arias em uma familia de conjun-

tos {A;}1<i<n, como qualquer subconjunto R do produto cartesiano, isto é,

O natural n é a aridade da relacao R.

Defini¢ao 2.11 [Composicao| Sejam A, B e C conjuntos, R uma relagao em A x B
e S uma relagdo em B x C. Entao, a composicao S o R é uma relagdo em A x C

definida por {< a,¢ > | < a,b>€ Re <b,c>€ S}, e ilustrada na Figura

A forma tradicional de representacao de uma relacao e através das n-tuplas
ordenadas. FEntretando, existem outros modos de representacao que privilegiam
determinados tipos de visao, particularmente no que diz espeito as propriedades das

relacoes que serao descritas na segao a seguir.

A representacao grafica, por exemplo, privilegia a nocao de espacializacao da
relacdo. Supondo a e b elementos de um conjunto A, e R uma relacao de A em A
tem-se que existird uma seta entre a e b, se e somente se, (a,b) € R. A Figura

apresenta a espacializacao de uma relacao em A%. Neste caso a relacao ¢ dada por

R =1{(1,2),(2,1),(2,3),(3,1),(3,3) }.

A representagdo matricial das relagoes é interessante, sob o ponto de vista
matematico, sempre que a complexidade da representacgao grafica dificulta a compre-

ensao da relagdo. Assim, seja A = {ay,a9,--+ ,a,} € B ={by,by, -+ ,b,} conjuntos
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Figura 2.6: Composicio de R e S, dada por S o R.

1 1
2 .2
3, L3

Figura 2.7: Representacio grifica de uma relagao.
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quaisquer tais que R : A — B. A matriz M, ,,, representativa da relacao R é dada

por:

Mli,j] = F, (aibj) ¢ R
‘/, <ai,bj) € R

Exemplo 2.12 A Relacado R = {(1,2),(2,1),(2,3),(3,1),(3,3)}, descrita na Fi-

gura [2.7] pode ser escrita na forma matricial:

v F
R=|V F V
vV FV
Exemplo 2.13 A Relagao S = {(1,a), (1,b),(2,a), (3,b) }, sobre os conjuntos A =
{1,2,3} e B ={a,b} pode ser escrita na forma matricial:

Vv
S=|V F
PV

Defini¢ao 2.12 [Matriz Produto Légico] Seja uma relagdo R com matriz de repre-
sentacdo Mg(m x n), e uma relagdo S com matriz de representagao Mg(n x p). A

relagdo S o R possui uma matriz de representacao Mgor(m X p) tal que:

Msor[i,j] = [Mg(i,1) A Ms(1,j)] VvV
[MR(ia 2) A MS(2>j>] v

[Mr(i,n) A Ms(n, j)]
ondei € {l,--- ,m}eje{l,-- ph

Exemplo 2.14 Seja a relacao R = {(1,2),(2,1),(2,3),(3,1),(3,3)}, e a relacao
S = {(1,a),(1,b),(2,a), (3,b)}. A aplicacdo da relagdo R, seguida da aplicagao S
ird produzir a relacao S o R = {(1,a), (2,a),(2,b), (3,a),(3,b)} (sugere-se ao leitor
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utilizar a representacao grafica para obter S o R). Utilizando-se a matriz produto
l6gico, pode-se obter facilmente a relagao S o R através da mera multiplicacao das

representacoes matriciais de R e S, tal como a seguir:

R S = SoR
FV F Vv V F
vV FV V F Vv
vV FV Vv Vv

2.4 Equivaléncia e Congruéncia
Definigao 2.13 Seja R uma relagdo em um conjunto A. R é:

Reflexiva Se para todo x € A < x,x >€ R.
Simétrica Se para todo z,y € A se < z,y >€ R entao < y,z >€ R.

Transitiva Se para todo z,y,2 € Ase <z,y >€ Re <y,z >€ Rentao < z,z >€
R.

Anti-simétrica Se para todo z,y € Ase < z,y >€ Re <y,r >€ R entao z = y.

Definigao 2.14 Seja R uma relagdo em um conjunto A. Diz-se que R é uma relagao

de equivaléncia se R é relexiva, simétrica e transitiva.

Exemplo 2.15

e A relacao = é o caso 6bvio de relacao de equivaléncia.

e A relagio R = {< z,y >€ N?|ter divisores comuns} niao é uma relagao de
equivaléncia, R é evidentemente reflexiva e simétrica, mas nao é transitiva,

por exemplo < 12,15 >, < 15,25 >€ R porém < 12,25 >¢ R.

e A relagio R = {< x,y >€ N?|ter os mesmos divisores primos} ¢ uma relacao

de equivaléncia.
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Figura 2.8: Parti¢io em um conjunto A e f-congruéncia.

Definigao 2.15 Seja R uma relagao de equivaléncia (reflexiva, simétrica e tran-

sitiva) em um conjunto A e x € A. Define-se a classe de equivaléncia de = com

respeito a R por

[z]r ={y € A| <,y > R}

Lema 2.4 Seja R uma relacao de equivaléncia em um conjunto A e x € A. Entao:

1. Se < z,y >€ R entao [z|g = [y]r.

2. [z]r N [y]r # 0 se e somente se [x]r = [y]r.

3. UxEA[‘T]R =A

Defini¢ao 2.16 [Partigao] Seja A um conjunto e {A;};e; uma familia de subcon-

juntos de A. Diz-se que {A;};c; é uma partigdo de A se e somente se:

UAi:Aepamtodoi,jEIez'#jAiﬂAj:Q)

el

Lema 2.5 Seja R uma relacao de equivaléncia em um conjunto A. A familia de

classes de equivaléncia de A com respeito a R {[z|g}zca ¢ uma particao de A.

Demonstracao: E uma conseqiiéncia do lema e definicao m
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Definicao 2.17 Seja A um conjunto, R uma relacao de equivaléncia em A e f :
A? — A, diz-se que R é uma relacao de congruéncia com respeito a f ou uma f-

congruéncia se e somente se para todo x,y,u,v € A se < x,u >,<y,v >€ R entao

< f(z,y), f(u,v) >€ R. Ver Figura[2.§

Exemplo 2.16 O conjunto N pode ser partido pela relacao =3 definida por z =3
y < resto(x,3) = resto(y, 3) onde resto(x,y) é a fungdo que nos fornece o resto da
divisao de x por y. E f4cil notar que =3 é uma relacao de congruéncia com respeito

a —+.

2.5 Relacoes de Ordem

Definicao 2.18 Diz-se que uma relacao R em um conjunto A é uma relacao de
ordem parcial em A, ou simplesmente uma ordem em A se e somente se R é
reflexiva, anti-simétrica e transitiva em A. A relacao de ordem é dita ser total se e
somente se para todo z,y € A < x,y >€ Rou < y,r >€ R, se diz que esta ordem
é linear. Relagbes de ordem parcial sao em geral denotadas por < (precede). Se

x =y ex # y dizemos que r estritamente precede y, o que denotamos por = < y.

Exemplo 2.17 As seguintes relagoes em N sao ordens parciais:

1. > é a mais conhecida das ordens parciais e é total.

2. xMy significando x é um multiplo de y. Esta nao é uma ordem total, por

exemplo 3 nao é miultiplo de 2 nem vice versa.

Definicao 2.19 Uma estrutura de ordem ou simplesmente uma ordem é um par

< A,=>, onde A é um conjunto e < uma relacao de ordem parcial em A.
Definigao 2.20 Seja < A, <> uma ordem e X C A. Diz-se que
1. a € A é um limite inferior de X se e somente se para todo x € X, a < x.

2. a € A é um limite superior de X se e somente se para todo =z € X, x < a.
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