
As regras de inferência de um SPP podem ser bastante complexas. As

operações básicas são de concatenação, casamento de padrões e substituição. Tais

operações não fazem parte do sistema formal e são de dif́ıcil execução, mesmo quando

o agente é um ser humano bem treinado. O leitor familiarizado com os processos de

análise sintática para a construção de compiladores pode apreciar tais dificuldades.

A complexidade da linguagem L é um fator preponderante tanto para o uso do

casamento de padrões como para a construção das regras de inferência. O leitor

interessado pode consultar Book e Otto [81] que trata dos chamados sistemas de

reescrita.

5.3 Linguagens Formais e Gramáticas

O aprendizado de uma ĺıngua qualquer envolve o estudo da estrutura das

sentenças. A grosso modo esta estrutura é chamada de gramática para a ĺıngua, e sua

apresentação usual é como um conjunto de critérios chamados de regras gramaticais

que definem a corretude das sentenças. A rigor gramáticas são sistemas formais

geradores de linguagens, portanto deve-se esperar que uma gramática construa a

ĺıngua.

Em geral, uma linguagem natural tende a ser muito extensa e complexa.

Duas das atividades dos linguistas são definir com precisão as sentenças válidas

de linguagens e encontrar formas estruturadas de representá-las. Entretanto, há

uma dificuldade para definir completamente estas linguagens. Considere a seguinte

sentença do português: O menino louco pintava o lindo quadro.

Pode-se dizer que a sentença é constitúıda de sujeito “O menino louco- e

predicado - “pintava o lindo quadro”. Estes elementos podem ser mais analisados. O

predicado é constitúıdo de verbo “pintava”e objeto “lindo quadro”. A análise desta

sentença é apresentada na Figura 5.2 e descreve uma representação conhecida como

árvore de derivação sintática. Quando uma sentença produz uma árvore de derivação

válida, diz-se que esta sentença é válida. Contudo, para uma árvore de derivação ser

válida é preciso que ela seja especificada, uma tarefa pouco trivial quando se trata

de uma linguagem natural. Uma tentativa incompleta de formalização das regras
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predicado

sentença

pintava

verbo

o

artigo

lindo

adjetivo

quadro

substantivo

sintagma nominal

sujeito

O

artigo

menino

substantivo

louco

adjetivo

sintagma nominal

Figura 5.2: Árvore de Derivação Sintática de uma sentença em Português.

do Português pode ser descrita como se segue:

< sentenca >→< sujeito >< predicado >

< sujeito >→< sintagma nominal >

< predicado >→< verbo >< sintagma nominal >

< sintagma nominal >→< artigo >< substantivo >< adjetivo >

< sintagma nominal >→< artigo >< adjetivo >< substantivo >

< verbo >→ pintava

< artigo >→ o

< substantivo >→ menino

< substantivo >→ quadro

< adjetivo >→ louco

< adjetivo >→ lindo

Estas regras indicam que os elementos à esquerda da seta podem ser trans-

formados nos elementos à direita da seta. Os śımbolos < s > indicam categorias

gramaticais genéricas, chamados śımbolos não-terminais, e os demais śımbolos são

palavras do Português, chamados śımbolos terminais.

As regras podem estabelecer que a sentença dada é gramaticalmente correta,

bastando constatar que esta é gerável a partir daquelas. Além disso, estas regras

podem ser utilizadas para construir outras sentenças corretas do Português como “O

menino lindo pintava o quadro louco”. Além disso, também podem ser produzidas
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outras sentenças sem valor semântico como “O quadro louco pintava o lindo menino”.

Até o presente momento, não existe um conjunto de regras gramaticais e de

palavras que possibilitem a formalização de uma linguagem natural, dada a explosão

combinatorial que palavras e regras de uma linguagem natural produz. Entretanto,

o mesmo conceito funciona para linguagens de programação pois estas podem ser

definidas por uma sintaxe ŕıgida e uma semântica bem determinada, possibilitando

o processamento computacional.

Para especificar a sintaxe de uma linguagem de programação de modo sis-

temático é preciso uma gramática que possibilite:

- Geração: um método sistemático de especificação para a construção de pro-

gramas corretos;

- Reconhecimento: um método de análise de um programa a fim de verificar se

ele está sintaticamente correto.

A definição seguinte torna precisa a noção de gramática como um sistema

formal.

Definição 5.5 Uma gramática G (Gramática de Chomsky3) é um sistema formal

< Σ,L,A,R >, onde:

Σ É um alfabeto consistindo de dois subconjuntos disjuntos N e T , chamados de

alfabeto não terminal e terminal, respectivamente.

L É o conjunto Σ∗

A É o conjunto unitário {S}, sendo S ∈ N . S é dito ser o śımbolo de partida e

possui o nome da categorial sintática principal.

R É um conjunto de relações binárias em L, chamadas de regras de produção.

3Avram Noam Chomsky (1928-) é responsável pela gramática gerativa transformacional, abor-

dagem que revolucionou os estudos no domı́nio da lingúıstica teórica. É também o autor de

trabalhos fundamentais sobre as propriedades matemáticas das linguagens formais, sendo o seu

nome associado à chamada Hierarquia de Chomsky.
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Por convenção, os śımbolos não terminais são representados por letras maiúsculas

e os śımbolos terminais, por letras minúsculas. Seja a gramáticaG1 comN = {S,A},

T = {a, b}, A = {S} e R = {S → aA,A → b}. Neste caso, S → aA → ab que é a

única cadeia gerada por G1.

Definição 5.6 Seja G =< Σ,L,A,R > uma gramática, x, y ∈ L. Diz-se que:

(a) y é diretamente derivável em G a partir de x, o que é denotado por x ⇒G y se

e somente se

x = x1αx2 e y = x1βx2 e α→ β ∈ R

(b) y é derivável em G a partir de x, o que é denotado por x ⇒∗G y se e somente

se y = x ou existem β1, β2, · · · , βl tais que βl = β e para todo i, 1 ≤ i < l

βi ⇒G βi+1

Uma gramática pode ser considerada como um SPP , cujas regras de produção

da forma α→ β são representadas como 1 α 2 → 1 β 2 . Seja G2 com N = {A,B},

T = {a, b, c}, A = {A} e R = {A→ aB,B → bB,B → c}. A sentença x = abbbc é

uma produção de G2 porque ela é derivável da seguinte forma: A
1⇒ aB

2⇒ abB
2⇒

abbB
2⇒ abbbB

3⇒ abbbc.

Definição 5.7 Seja G =< Σ,L,A,R > uma gramática. A linguagem formal gerada

por G, denotada por L(G) é o conjunto de teoremas de G contendo apenas śımbolos

terminais de G. Assim L(G) = {x ∈ T ∗|S ⇒∗G x}.

Exemplo 5.5 Seja a gramática G2 definida anteriormente. Pode-se verificar que

L(G2) = {x ∈ T ∗|x = abnc, n ≥ 0}.

Exemplo 5.6 Seja a gramática G3 com N = {S}, T = {a, b, c}, A = {S} e

R = {S → aSa, S → bSb, S → c}. Então é fácil verificar que:

L(G) = {c, aca, aacaa, bcb, bacab, bbcbb, · · · }

Exemplo 5.7 Seja a gramática G4 com N = {E, T, F}, T = {+, ∗, (, ), x}, A =

{E} eR = {E → E+T,E → T, T → T ∗F, T → F, F → (E), F → x}. Um exemplo

de cadeia derivável da gramática é a expressão conforme descrito na derivação E
2⇒
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T
3⇒ T + F

5⇒ T ∗ (E)
5⇒ F ∗ (E)

1⇒ F ∗ (E + T )
2⇒ F ∗ (T + T )

4⇒ F ∗ (F + F )
6⇒

x ∗ (x+ x).

Quando se trata de linguagem de programação, um impedimento importante

é a impossibilidade de uma cadeia w ∈ L(G) possuir mais de um entendimento.

Assim, linguagens de programação não devem ser amb́ıguas, ou ao menos, devem

permitir que eventuais ambiguidades possam ser facilmente evitadas. O mais notório

caso de ambiguidade é conhecido como o else pendente (dangling else).

Seja um gramática G com o seguinte conjunto de regras:

BLK → if a then BLK else BLK

BLK → if a then BLK

BLK → b

A gramática G é amb́ıgua uma vez que a cadeia “if a then if a then b else b”pode ser

interpretada como “if a then ( if a then b else b )”ou como “if a then ( if a then b )

else b”. Alguns compiladores não aceitam este tipo de construção, e outros, quando

aceitam, escolhem a interpretação que associa o else ao if mais próximo, isto é, “if

a then ( if a then b else b )”.

Em alguns casos, é posśıvel perceber esta ambiguidade como algo inerente

à gramática e nestas situações, pode-se reescrever a mesma a fim de eliminar estar

ambiguidades. Seja a gramática G5 com N = {E, T, F,A}, T = {+, ∗, 0, 1, 2, . . . , 9},

A = {E} e R dado por:

E → E + T

E → T

T → T ∗ F

T → F

F → 0 . . . 9

que é utilizada para gerar expressões aritméticas com + e ∗ para números inteiros.

Este tipo de construção é bastante empregada em linguagens de programação. Além

disto, seja também a gramática G6 com N = {E,A}, T = {+, ∗, 0, 1, 2, . . . , 9},

A = {E} e R dado por:
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E → E + E

E → E ∗ E

E → F

F → 0 . . . 9

que não só é equivalente a G5, como também possui uma quantidade menor de

produções e śımbolos. Entretanto, G6 é amb́ıgua enquanto que G5, não. Por exem-

plo, a cadeia 2 + 4 ∗ 6 possui dois entendimentos na gramática G6, “2+(4*6)”e

“(2+4)*6”. Já na gramática G5 só há o entendimento “2+(4*6)”.

Para dirimir a ambiguidade é preciso compreender as propriedades de pre-

cedência e de associatividade. A precedência permite decidir qual o correto enten-

dimento das expressões, isto é, quanto maior a precedência de um operador, maior

será o escopo contemplado por este mesmo operador. Já a associatividade permite

decidir o correto entendimento de operações contendo operadores de mesma pre-

cedência. Em geral, a relação de prioridade e precedência entre operadores segue o

esquema a seguir.

Prioridade

(dentro de um

mesmo escopo)

x

primeiro a ser executado︷ ︸︸ ︷
not, ( ), funções pré-definidas

and, div, *, /

+,-,or

operadores relacionais︸ ︷︷ ︸
último a ser executado

y

Precedência

(abrangência do

escopo)

Por exemplo, na gramática G5 o operador + tem maior precedência que

∗ porque está definido mais próximo das regras de produção que se iniciam por

axiomas. Além disso, ∗ tem maior prioridade que + pois é resolvido primeiro que

+. O exemplo a seguir demostra a precedência de operadores da gramática G5.

Exemplo 5.8 Precedência de operadores da gramática G5:

2 + 4 ∗ 6 = +(2, ∗(4, 6))

2 ∗ 4 + 6 ∗ 8 = +(∗(2, 4), ∗(6, 8))

2 + 4 + 6 = +(+(2, 4), 6)

Assim, o truque é aumentar a precedência dos operadores, colocando suas

regras cada vez mais distantes do axioma A. No exemplo a seguir, a primeira
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gramática é inicialmente amb́ıgua. Na segunda gramática, a precedência é resolvida

pela associatividade que é colocada em um ńıvel mais baixo da árvore sintática.

Contudo, este procedimento delega a quem monta a expressão a responsabilidade

de determinar a precedência entre as operações utilizando a associatividade pois os

operadores de + e ∗ têm a mesma precedência. Por fim, a última gramática resolve

este problema colocando o operador ∗ com maior precedência, isto é, colocando o

operador ∗ e um ńıvel mais baixo da árvore sintática que o operador +.

1a Gramática 2a Gramática 3a Gramática

Ambiguidade removida

com associatividade,

+ e * tem a mesma

Gramática amb́ıgua precedência Precedência convencional

E → E + E E → E + T E → E + T

E → E ∗ E E → E ∗ T E → T

E → (E) E → T T = T ∗ F

E → a T → (E) T → F

T → a F → (E)

F → a

5.4 Hierarquia de Chomsky

Formas normais impõem restrições às formações de regras de uma gramática

a fim de assegurar que determinadas propriedades sejam alcançadas. Existem al-

guns tipos de abordagens para essa construção das restrições, sendo duas de maior

destaque: a forma normal de Chomsky e a de Greibach. Nesta seção será usada a

abordagem de Chomsky. Sob esta ótica, uma gramática G =< Σ,L,A,R > pode

ser classificada pela forma de suas regras de produção em quatro tipos:

Tipo 0 Nenhuma restrição é imposta na forma das regras de produção. Estas

gramáticas são chamadas de Turing reconhećıveis. A definição 5.5 refere-se

a este tipo.

Tipo 1 Se α → β ∈ R tem-se que |α| ≤ |β|, onde |α| e |β| representam os com-
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primentos de α e β, respectivamente, e excetuando a regra α → Λ, cujo α

não pode estar do lado direito de qualquer produção. Gramáticas do tipo 1

são também chamadas senśıveis ao contexto pois há restrição de que as regras

sejam da forma α1Aα2 → α1βα2 com α1, α2 e β ∈ Σ∗, β 6= Λ e A ∈ N . Esta

restrição é equivalente à anterior, e pode ser lida como “A pode ser substitúıdo

por β no contexto de α1 e α2”. As gramáticas dos exemplos a seguir são do

tipo 1.

Exemplo 5.9 Seja a gramática G com N = {S}, T = {0, 1} e R = {S →

0S1, S → 01}. Então é fácil verificar que L(G) = {0n1n|n ≥ 1}.

Exemplo 5.10 Seja a gramática G com N = {S,B,C} e T = {a, b, c} e

R =



1. S → aSBC 5. bB → bb

2. S → aBC 6. bC → bc

3. CB → BC 7. cC → cc

4. aB → ab


Neste caso não é tão imediato verificar que L(G) = {anbncn|n ≥ 1}. Deixa-

se como exerćıcio para o leitor (um arrazoado completo para este exemplo

encontra-se em Hopcroft e Velman [82], seção 2.2).

Tipo 2 Se α→ β ∈ R tem-se que α ∈ N . Em contraste com as gramáticas do tipo

1, estas são chamadas “livres do contexto”. A gramática do exemplo a seguir

é do tipo 2.

Exemplo 5.11 Seja a gramática G com N = {S,A,B} e T = {a, b} e

R =



1. S → aB 5. A→ bAA

2. S → bA 6. B → b

3. A→ a 7. B → bS

4. A→ aS 8. B → aBB


A linguagem L(G) consiste das cadeias em T ∗ − {Λ} com mesmo número de

śımbolos a e b.

A gramática do exemplo 5.9 também é do tipo 2.
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Tipo 3 Também chamadas de gramáticas regulares, nestas gramáticas toda regra

de produção é de uma das formas a seguir:

A→ a, a ∈ T e A ∈ N

A→ aB, a ∈ T e A,B ∈ N

Exemplo 5.12 Seja a gramática G com N = {S,A,B} e T = {0, 1} e

R =



1. S → 0A 6. B → 1B

2. S → 1B 7. B → 1

3. A→ 0A 8. B → 0

4. A→ 0S 9. S → 0

5. A→ 1B


Naturalmente as gramáticas do tipo 3 são do tipo 2, 1 e 0; as do tipo 2 são

também 1 e 0 e as do tipo 1 são também 0.

Existe uma caracterização sintática do poder gerativo e representacional com

respeito ao tipo de linguagem gerada, e uma correspondência efetiva entre tais

gramáticas e certos sistemas formais conhecidos como reconhecedores.

Os reconhecedores são sistemas de validação que não produzem sáıdas. Em

geral, admitem certos estados iniciais e quando param é verificado em que estado

final se encontram. Em geral possuem apenas dois estados finais aceitação e rejeição.

No entanto existem sistemas que possuem um número ilimitado de estados finais.

As gramáticas de tipo 3 são as menos complexas e as linguagens que elas

geram são chamadas linguagens regulares: seus elementos podem ser reconhecidos

em tempo real por autômatos finitos. O estudo dos autômatos finitos não será feito

neste caṕıtulo, mas eles surgem naturalmente a partir das regras de produção das

gramáticas tipo 3.

Exemplo 5.13 Seja a gramática tipo 3 com

Σ = {a, b, S, A,B}

N = {S,A,B}

A = {S}

R = {S → aA, S → bB,A→ bB,B → aA,A→ a}
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{a,b}


a

b
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b

{a}


{b}


B
 T


a


a


S
 A


Figura 5.3: Autômato finito.

tem como reconhecedor o autômato finito da Figura 5.3

O estado S é o estado inicial e o estado F é o estado final, dada uma palavra,

por exemplo ababa. Esta é lida da esquerda para a direita, śımbolo a śımbolo.

Quando lê a a máquina vai para o estado A, quando lê b vai para o estado B, lê a

vai para o estado A, lê b vai para B e finalmente lê a e termina no estado A. T é

uma armadilha.

A organização das linguagens através desta caracterização sintática é a cha-

mada Hierarquia de Chomsky, que é apresentada esquematicamente pela Figura

5.4.

5.5 Gramáticas Senśıveis ao Contexto

Quando Chomsky introduziu o conceito de gramáticas senśıveis ao contexto,

ele queria capturar a idéia de que em linguagens naturais, certas palavras podem ser,

ou não ser, apropriadas em determinadas posições, de acordo com o contexto onde

elas se encontram, isto é, os strings vizinhos a estas palavras. Assim a substituição

de um śımbolo terminal depende de um string de contexto do seu lado esquerdo e

de outro string de contexto do seu lado direto.

Estas mesmas gramáticas senśıveis ao contexto são suficientes para descrever
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Linguagens Tipo 0

Poder de Representação: Linguagens Turing Reconhecíveis

Sistema Formal Gerador: Gramáticas Tipo 0

Sistema Formal Reconhecedor: Máquinas de Turing

Linguagens Tipo 1

Poder de Representação: Linguagens Sensíveis ao Contexto

Sistema Formal Gerador: Gramáticas Tipo 1

Sistema Formal Reconhecedor: Linear Bounded Automata

Poder de Representação: Linguagens Livres de Contexto

Sistema Formal Gerador: Gramáticas Tipo 2

Sistema Formal Reconhecedor: Pushdown Automata

Poder de Representação: Linguagens Regulares

Sistema Formal Gerador: Gramáticas Tipo 3

Sistema Formal Reconhecedor: Finite Automata

Linguagens Tipo 3

Linguagens Tipo 2

Figura 5.4: Hierarquia de Chomsky.
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