Capitulo 4

Loégica Simbdlica

Com o advento da inteligéncia artificial, houve um incremento no interesse
por processos automatizados, ou semi-automatizados, para a escrita de programas,
atendimento a estimulos e, em ultimas palavras, prova sistemética de teoremas. As
bases da prova automatica de teoremas foram desenvolvidas em 1930 por Herbrand,

cujo método foi impossivel de ser aplicado até a invencao do computador digital.

A l6gica simbdlica pode ser estudada sob diversas éticas, como por exemplo,
a filoséfica e a matematica. Neste capitulo o interesse esta na aplicacao da logica
simbdlica, isto é, pretende-se usar a légica simbdlica para representar problemas e

obter sua solucao.

Uma vez que a légica simbdlica ainda nao foi apresentada ao leitor, pede-se
que o mesmo confie em sua intuicao para acompanhar o inicio deste texto, ao menos

por alguns instantes. Assuma as sentengas do exemplo a seguir:

S1: Se esta quente e esta umido, entao vai chover.
S2: Se esta umido, entao esta quente.
S3: FEsta umido agora.
Pergunta : Vai chover?
Estas sentencas estao representadas em portugueés, porém pode-se empregar
simbolos na sua representacao. Assuma que @), U, C' representam, respectivamente,
as sentencas “Esta quente”, “Esta imido”e “Vai chover”. Também serao necessarios

alguns conectivos para fazer a jungao das sentencas. O “e”’serd representado pelo
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A, e o sentido de implicacao das sentencas do tipo “Se ... Entao”sera descrito por

—. Assim o conjunto de sentencas em portugués pode ser reescrito como:

S1: QAU = C

S2: U—=Q
S3: U
Pergunta : C

Ao reescrever as sentencas através de simbolos e conectivos aqui propostos,
foram criadas o que se chamam formulas légicas. No decorrer deste capitulo, o
leitor ird observar que se S1, S2 e S3 forem verdadeiros entao a férmula associada
a pergunta também sera verdadeira, isto é, vai chover. Neste sentido diz-se que a

pergunta € logicamente dedutivel de S1, S2 e S3.

No exemplo, foi preciso mostrar que uma férmula pode ser obtida a partir
de outras, e chama-se esta féormula obtida de teorema. Para que a prova de um
teorema seja verdadeira, é preciso que a férmula seja logicamente dedutivel a partir
de outras. Sob esta ética, o problema relacionado com provadores automaticos de
teoremas esta associado com a busca por métodos sistematicos para demonstracao

destes teoremas.

4.1 Légica Proposicional

Na logica proposicional se esta interessado em sentencas que podem assumir
valores verdadeiro ou falso, conhecidos como wvalores verdade, e tradicionalmente
representados por 1 e 0 respectivamente. A estas sentencas da-se o nome de pro-
posicoes. Como exemplo de proposicoes verdadeiras podemos citar: “100 > 997e
“Todo passaro voa”. Proposicoes falsas podem ser ilustradas por “99 > 1007e

“Péassaros nao voam”.

Entretanto, existem sentencas que nao podem ser aceitas como proposigoes
pois nao é possivel lhes atribuir valor verdade, como por exemplo, “Esta sentenca é
falsa”, “ Nunca diga nunca”e “ Eu nao sou demonstravel”. Em alguns casos, pro-
posicoes isoladas podem ser livres de contradi¢ao, mas quando onservadas em con-

junto emerge uma contradicao: “A afirmacao a seguir é verdadeira”’e “A afirmacao
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anterior é falsa”.

Além disto, também existem aquelas proposicoes as quais possuem valor ver-
dade, mas nao héa concesso sobre qual é esse valor: “Monteiro Lobato foi um escritor
mais importante que Jorge Amado”’e “Flamengo é fregués do Fluminense. Vasco,

coitado, é saco de pancada’.

As proposicoes que nao usam conectivos sao chamadas de formulas atomicas,
ou dtomos, caso contrario sao chamadas “proposi¢oes compostas”. Sao exemplos de
proposicoes compostas, com conectivos “e’e “se ... entao”: “Chapeuzinho Vermelho
foi a floresta e o Lobo Mau foi para a casa da Vovd”e “Se tenho olhos grandes, entao
¢ para te ver melhor”. Na légica proposicional pode-se empregar cinco conectivos

l6gicos: — (ndo), A (e), V (ou), — (se ... entao), <> (se somente se). A ordem de

precedéncia decrescente entre estes conectivos é dada por: <>, —, A, V, .

Definicao 4.1 [Férmulas bem fundadas| Férmulas bem fundadas, ou simplesmente

formulas, na logica proposicional sao definidas recursivamente conforme a seguir:

1. Um atomo é uma férmula.
2. Se GG é uma férmula, entao =G também é uma férmula.

3. Se G e H sao férmulas, entdao (GAH), (GV H), (G — H) e (G + H) sao

formulas.

4. Todas as férmulas sao geradas a partir destas regras.

Sejam G e H duas férmulas. De acordo com seus valores verdade tem-se que

a sua combinagao imediata com os conectivos é dada pela tabela verdade [4.1]

Tabela 4.1: Tabela verdade do —, A, V, — e <.

G H -G GNH GVH G—H G+ H
1 1 0 1 1 1 1
1 0 0 0 1 0 0
0 1 1 0 1 1 0
0 0 1 0 0 1 1
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Definigao 4.2 [Interpretacao] Dada a férmula proposicional G, e sejam Ay, Ay, ..., A,
atomos que ocorrem nesta féormula. Uma interpretacao de G é uma possibilidade de

valores verdade, 0 ou 1, assumidos por Ay, A, ..., A,.

Considere a formula G = ((P — Q) A P) — Q. Os valores verdade para
cada uma das quatro interpretacoes desta férmula sao apresentados na Tabela [4.2]
Observe ainda nesta tabela que os valores de GG sao sempre 1 quaisquer que sejam
as interpretacoes. Quando isto ocorre, diz-se que a férmula é uma formula vdlida,

ou simplesmente uma tautologia.

Tabela 4.2: Tabela verdade de uma tautologia.

P Q (P=Q (F=QAnP (P=2QAP)=Q
11 1 1 1
1 0 0 0 1
0 1 1 0 1
0 0 1 0 1

Analogamente, seja a férmula G = (P — Q)A(PA—Q), cujos valores-verdade
sao apresentados na Tabela [£.3] Neste caso as quatro interpretagoes associadas a
formula assumem o valor 0. Sob estas circunstancias, diz-se que G é uma formula

inconsistente, ou também, uma contradicado.

Tabela 4.3: Tabela verdade de uma contradicao.

P Q Q (P=2Q (PA-Q) (P=QANFPAQ)
1 1 0 1 0 0
1 0 1 0 1 0
0 1 0 1 0 0
0 0 1 1 0 0

4.2 Forma Normal na Légica Proposicional

Durante a manipulacao de férmulas é comum ser necessario trocar determi-

nadas féormulas por outras, seja por motivos de simplicidade de representagao, seja
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por necessidade de torna-las mais claras. Para que esta troca possa ser realizada é
necessario que a nova férmula F' seja equivalente a antiga G, isto é, que os valores-
verdade de F' e GG sejam os mesmos em qualquer que seja a interpretacao. A Tabela

4.4 ilustra que as férmulas P — Q e =P V @ sdo logicamente equivalentes, ou seja,

P—-Q=-PVQ.

Tabela 4.4: Tabela verdade de uma equivaléncia légica.

P Q -P (P->Q) -PVQ
1 1 0 1 1
1 0 1 0 0
0 1 0 1 1
0 0 1 1 1

O processo para a verificacao da equivaléncia légica exige a construcao de
tabelas verdade tal como a Tabela 4.4, Conforme o nimero de dtomos cresce, a
quantidade de interpretacoes cresce significativamente (24°™°%) tornando o processo

demorado, tedioso e muitas vezes, inviavel.

De modo a agilizar a verificacao de equivaléncias, torna-se desejavel o em-
prego de algumas regras, listadas na Tabela 1.5, que contribuem para a redugao
do tempo gasto nesse processo. Estas relagoes de equivaléncia légica podem ser

facilmente comprovadas através de tabelas-verdade.

Tabela 4.5: Regras de equivaléncia para normalizagao.

rl) P<Q=P—-Q)ANQ— P)
r2) P—>Q=-PVQ
r3a) Pv@Q=QVP r3b) PAQ=QAP
rda) (PVQ)VR=PV(QVR) rdb) (PANQ)AR=PA(QAR)
r5a) PV(QAR)=(PVQ)A(PVR) r5b) PAQVR)=(PAQ)V(PAR)
r6a) PvO0=P r.6b) PAO=0
r7a) Pv1l=1 r.7b) PA1=P
r8a) PV-P=1 r8) PA-P=0
r9) —-(=P)=P
r.10a) —(PVQ)=-PA-Q r.10b) —(PAQ)=-PV-Q
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Observe que se (PV Q)V R = PV (QV R) entdo pode-se afirmar que sao
desnecessarios os parénteses. Assim pode-se escrever equivalentemente PV Q) V R.
Quando isto acontece, diz-se que se tem uma disjuncao de P, ) e R. De forma

andloga, P A Q N\ R representa uma conjunc¢ao de P, Q) e R.
Definicao 4.3 [Literal] Um literal é um atomo, ou a negacao de um atomo.

Defini¢ao 4.4 [Forma Normal Conjuntiva] Uma férmula F' é dita estar represen-
tada através de uma forma normal conjuntiva se e somente se F' = FYAFoA.. . NF),,

onden >1e F|, F,, ..., F, sao literais disjuntos.

Defini¢ao 4.5 [Forma Normal Disjuntiva] Uma férmula F' é dita estar representada
através de uma forma normal disjuntiva se e somente se F' = FyV Fy V...V F,,

onden >1e Fy, Fy, ..., F, sao literais conjuntos.

Exemplo 4.1 Obtenha a forma normal disjuntiva de (P V =Q) — R.

(PV-Q)— R = ~(PV-Q)VR (r.2)
= (-PA--Q)VR (r.10a)
= (PAQ)VR (r.9)

Exemplo 4.2 Obtenha a forma normal conjuntiva de (P A (Q — R)) — S.

(PAN(Q—R)—S = (PAN(-QVR)—S (r.2)
= ~(PAN(-QVR)VS (r.2)
= (-PV-(-QVR))VS (r.10b)
= (-PV(—QA-R))VS (r.10a)
= (-PV(QA-R)VS (r.9)
= (WPVQ)A(=PV-R)VS (r.5a)
= SV((=PVQ)A(-PV-R)) (r.3a)
= (SV(=PVQ)A(SV(=PV-R)) (rba)
= (SVaPVQ)AN(SV-PV-R) (r.4a)

Um desdobramento direto das formas normais é a questao da conseqiiéncia

légica.

Definigao 4.6 [Conseqiiéncia Légica] Dadas as férmulas Py, Ps, ... P, e a férmula

Q, @ é dito ser uma conseqiiéncia légica de Py, Ps, ... P, se e somente se para cada
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interpretacao I em que P, A P, A ... A\ P, for verdadeira, ) também ¢é verdadeira.
Matematicamente, diz-se P, Ps,... P, = Q. Py, P, ... P, sao chamados aziomas

(ou postulados, premissas) de Q.

Teorema 4.1 [Teorema da Deducao| Dadas as férmulas Fi,. .., F, e a férmula G,
dizemos que G é uma conseqiiéncia logica de Fi,..., F), se e somente se a férmula

(F1 A ... \NF,) — G évélida.

(=) Considere I como sendo uma interpretagao arbitraria qualquer. Se [ é ver-
dadeira em Fi,..., F,, entao por definicao de conseqiiéncia légica, I é verdadeira
em G. Assim I também é verdadeira em (Fy A ... A F,) — G. Por outro lado, se
I é falso em Fi,..., F, entao I continua sendo verdadeira em (Fy A... A F,) — G.

Assim (Fy A ... A F,) — G é uma férmula vélida.

(<) Suponha que (Fy A ... A F,) — G seja uma férmula valida, Qualquer que

seja uma interpretacao I, se (Fy A ... A F,) é verdadeiro em I, entdo G também é

verdadeiro em I. Deste modo GG é uma conseqiiéncia logica de Fi, ..., F},.
Teorema 4.2 [Teorema da Dedugao por Refutacao] Dadas as férmulas Fi, ..., F),
e G, G é uma conseqiiéncia légica de Fi, ..., F,, se e somente se a férmula (F A. .. A

F,, N —=@G) é inconsistente.

Pelo Teorema .1, G é uma conseqiiéncia légica de Fi,...,F, se e somente se
(Fy A ...NF,) — G é valida. Deste modo a negagao =((F1 A ... A F,) = G)

precisa ser uma féormula inconsistente.

“(FAN...NF,) —G)

“(=(FAN...NF,)VGQ)
——(FA...ANF) NG
(Fy1AN...NF,) NG
FiN...ANFy NG

de onde se conclui o Teorema da Deducgao por Refutacao.

Os Teoremas (Dedugao) e (Dedugao por Refutagao) sao importantes

pois eles sao utilizados diretamente na prova automatica de teoremas. Para ilustrar
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