
elemento que está sendo copiado. Tal como uma variável temporária, ao término do

processamento ela deve ser descartada pelo gerenciador de memória do compilador.

Assim, se antes um śımbolo 1 foi sobrescrito por um X, agora este mesmo X deve ser

removido, restaurando o śımbolo original. Desta forma, ao término da computação,

a Máquina de Turing irá apresentar somente os śımbolos pertencentes ao alfabeto

Σ.

7.2 Máquinas de Turing Combinadas

A combinação de Máquinas de Turing permite que sejam criadas máquinas

mais complexas a partir de máquinas mais simples. Muitas vezes é dif́ıcil conceber

uma máquina que execute uma tarefa qualquer simplesmente por conta da inabili-

dade de quem a constrói em lidar com tantos estados e transições. Nestes casos, a

estratégia de dividir para conquistar torna-se uma opção valiosa. Divide-se o pro-

blema inicial em partes menores mais simples e se realiza a construção de máquinas

para cada uma destas partes individualmente, algo que a Engenharia de Software

chama de análise. Logo após, realiza-se a śıntese, isto é, a combinação destas partes

para que juntas provejam a solução do problema inicial.

Sob esta ótica, torna-se desejável entender como combinar estas máquinas.

Considere dois grupos de Máquinas de Turing com alfabeto Σ = {a, b, · · · ,t}. O

primeiro grupo é composto por máquinas que escrevem na fita um determinado

śımbolo, sobre outro já existente, e depois pára no estado h. Por exemplo, a função

de transição da máquinaMa que escreve o śımbolo a nestas condições (e similarmente

Mb, · · · ,Mt) é definida como:

q σ δ(q, σ)

q0 a (h, a)

q0 b (h, a)

q0
... (h, a)

q0 t (h, a)

O segundo grupo é composto por máquinas que movem a cabeça leitora uma unidade

à esquerda (ML) ou uma unidade à direita (MR) e em seguida pára no estado h. Por
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exemplo, a função de transição da máquina MR que desloca a cabeça leitora para a

esquerda é definida como:

q σ δ(q, σ)

q0 a (h,→)

q0 b (h,→)

q0
... (h,→)

q0 t (h,→)

Agora, imagine duas Máquinas de Turing M1 e M2 que executam tarefas

quaisquer. A máquina resultante da sequenciação de M1 seguida de M2 é uma

máquina que primeiro se comporta como M1 e depois como M2. Esta composição,

denotada por > M1 →M2 é realizada da seguinte forma:

1. Altere o nome de todas as etiquetas dos estados de M2 de tal forma que

nenhuma etiqueta coincida com as etiquetas dos estados de M1.

2. Mude todos os estados de parada de M1 para o estado inicial de M2, já com a

nova etiqueta.

3. Anexe todas as transições de M2 ao final da tabela de função de transição de

M1.

Por exemplo, > Ma →MR é definida como:

q σ δ(q, σ)

q0 a (q1, a)

q0 b (q1, a)

q0
... (q1, a)

q0 t (q1, a)

q1 a (h,→)

q1 b (h,→)

q1
... (h,→)

q1 t (h,→)
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Outra combinação ilustrativa é > Ma →MR →Mt →ML →Mb (deixamos para o

leitor a construção da função de transição).

Observe ainda que a conexão entre duas Máquinas de Turing não precisa ser

incondicional, como até o momento. Essa conexão pode depender do śımbolo sob

a cabeça de leitura no ponto onde a primeira máquina pára. Esta dependência é

representada por um teste na conexão entre as duas máquinas, isto é, M1
teste−−→M2.

Por exemplo, > MR
=b−→ Mt primeiro move o cabeçote da máquina para a direita.

Em seguida, se existe um śımbolo b sob a cabeça leitora, então ela sobrescreve um t

e pára. Se nesta posição existisse qualquer outro śımbolo diferente de b, a máquina

pararia imediatamente. Não existe uma regra ŕıgida sobre como indicar a semântica

deste teste, por isso também são válidas estas outras conexões: MR
∈{a,b}−−−→ Mt,

MR
6=a−→Mt, MR

6∈{a,b}−−−→Mt.

A partir desse momento, as conexões podem ser realizadas segundo condições

de contorno, por isso uma demanda natural que se segue é a possibilidade de re-

alizar múltiplas conexões (múltiplas setas), desde que os testes sejam mutuamente

exclusivos. Como por exemplo:

> MR

Ma

Mb
= a

= b

Inicialmente, esta máquina move a cabeça leitora para a direita. Depois, se existe

um a sob a cabeça leitora, então ela escreve um b e pára. Se existe um b sob a cabeça

leitora, então um a é escrito e a máquina pára. Se qualquer outro śımbolo surgir, a

máquina pára imediatamente após a cabeça leitora ter se deslocado para a direita.

A tabela desta função de transição é escrita da seguinte forma:

1. Renomear todos os estados de Ma e Mb para evitar duplicatas, não só entre si

mas também com MR.

2. Alterar os estados de parada da máquina MR. Todos os estados de parada

associados ao śımbolo a são renomeados para coincidirem com o estado inicial

de Mb. Já os estados de parada associados ao śımbolo b são alterados para o
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estado de partida de Ma.

3. Anexe todas as tabelas em uma única tabela.

Assim, a tabela fica definida como:

q σ δ(q, σ)

q0 a (��SShq2,→)

q0 b (��SShq1,→)

q0
... (h,→)

q0 t (h,→)

��ZZq0q1 a (h, a)

��ZZq0q1 b (h, a)

��ZZq0q1
... (h, a)

��ZZq0q1 t (h, a)

��ZZq0q2 a (h, b)

��ZZq0q2 b (h, b)

��ZZq0q2
... (h, b)

��ZZq0q2 t (h, b)

Por fim, uma vez de posse dos desvios condicionais, resta a hipótese de que a

conexão da primeira máquina seja feita com a entrada dela mesma, isto é, que seja

feita uma retroalimentação, gerando um loop. Assim, a máquina M1 é executada,

até o ponto quando normalmente ela pararia mas a avaliação de um teste, caso se

mostre verdadeiro, faz com que ela retorne para o estado inicial. No exemplo a

seguir, a máquina move-se repetidamente para a direita enquanto existe um a, b ou

c sob a cabeça leitora. Quando o śımbolo sob esta cabeça leitora é diferente de a, b

ou c, a máquina pára.

M1

teste

> MR

∈ {a, b, c}

Nos casos com loop, é importante a inserção de um teste condicional para evitar que

a máquina entre em loop eterno. A tabela da função de transição para esta máquina

é constrúıda da seguinte forma:
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1. Altere os estados de parada da máquina M1. Qualquer estado de parada h

associado à leitura de um śımbolo envolvido no teste deve ser alterado para o

estado inicial.

No caso da máquina MR tem-se:

q σ δ(q, σ)

q0 a (��SShq0,→)

q0 b (��SShq0,→)

q0
... (h,→)

q0 t (h,→)

7.3 Variações da Máquina de Turing

É comum se encontrar diversas aplicações que requerem cálculos da ordem de

bilhões de operações por segundo, tais como o processamento de sinais e imagens,

cálculos para renderização, simulações numéricas, criptografia, entre outras. Uma

solução natural para estas demandas, oferecida pelos fabricantes de hardware, é o

desenvolvimento de processadores espećıficos dedicados para um determinado tipo

de atividade, tais como os Processadores de Sinais Digitais (Digital Signal Processor

- DSPs) e Field-Programmable Gate Arrays (FPGAs). Entretanto, esta abordagem

possui um custo e um esforço de desenvolvimento elevado [89, 90], além do que o

produto final carece de flexibilidade, pois não se adapta com facilidade à evolução

dos algoritmos e dos aplicativos. Os projetistas de computadores sempre busca-

ram construir máquinas mais rápidas. Entretanto, existem vários limites f́ısicos que

impedem o aumento indiscriminado desta velocidade de hardware, a fim de atin-

gir computadores mais velozes, tais como temperatura de operação, miniaturização

do hardware, entre outros. Uma abordagem alternativa, que tem encontrado mui-

tos adeptos, é a construção de máquinas paralelas que usam a simultaneidade de

execução de tarefas, como meio para acelerar um processamento. Segundo Hwang

[91], o processamento paralelo pode ser definido como uma forma eficiente do pro-

cessamento de dados, com ênfase na exploração de eventos concorrentes do processo

computacional. Neste sentido, uma das soluções é o emprego de Stream Processors

247



programáveis [92], que exploram a baixa localidade de referência, e a pequena neces-

sidade de concorrência de alguns algoritmos. Estes dispositivos passaram a exigir

linguagens de programação que permitissem seu uso com mais facilidade. Estas

linguagens, por sua vez, evolúıram concomitantemente com o progresso tecnológico

das Graphical Processing Units (GPUs), criando uma disputa acirrada pelo mer-

cado de computação de alto desempenho, através das General Purpose Computing

on Graphics Processing Units (GPGPUs), uma evolução dos Stream Processors pro-

gramáveis. A proposta das GPGPUs é utilizar as GPUs não somente para aplicações

gráficas, mas também para realizar computação em um sentido mais amplo, tarefa

esta que normalmente está associada as Central Processing Units (CPUs). Trata-se

de um rompimento com a estrutura clássica de processadores programáveis, conhe-

cida como arquitetura de von Neumann [93]. Esse paradigma é uma quebra, que no

final da década de 1970, já havia sido apontada por Backus como necessária [94]. As

arquiteturas modernas de GPUs apresentam caracteŕısticas importantes como [95]:

(1) uma largura de banda elevada; (2) uma capacidade de processamento significa-

tiva; (3) são programáveis; (4) e possuem uma relação custo/benef́ıcio vantajosa. O

paradigma da construção de um algoritmo paralelo, resolutor de um determinado

problema, depende significativamente da maneira pela qual a carga de processa-

mento é dividida entre os processadores dispońıveis. Este particionamento do pro-

blema está intimamente ligado, não só a sua natureza, mas também à arquitetura

paralela dispońıvel na máquina. Esse cenário se contrapõe a uma primeira impressão

de que tudo pode ser paralelizado, e de que o paralelismo pode aumentar indefini-

damente a velocidade de processamento, desde que hajam recursos computacionais

dispońıveis. A Lei de Amdahl [96] e a Lei de Gustafson-Barsis [96] fazem a relação

de como os trechos não paralelizáveis de um programa comprometem o aumento de

velocidade do paralelismo, a Conjectura de Minsky [97] estabelece como ocorre a

queda de desempenho de processadores paralelos devido ao conflito de acesso aos

dados e a Lei de Grosch [98] postula sobre o custo financeiro dos MFLOPS (Mega

FLoating-point Operations Per Second). Estes prinćıpios, por exemplo, são limi-

tes clássicos das condições de contorno associadas ao processamento paralelo, como

será apresentado nos caṕıtulos a seguir. Os programas e os dispositivos de proces-

samento podem ser classificados de acordo com a quantidade de fluxo de instruções,
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combinada com a quantidade de dados usada por tais instruções. Essa rotulação é

conhecida como taxonomia de Flynn, e classifica os dispositivos e programas segundo

quatro grandes grupos, a saber [93]:

a) SISD (Single Instruction, Single Data): uma Única Instrução e um Único Dado.

A grande parte dos computadores da atualidade segue este modelo de arquitetura,

que está diretamente associada à arquitetura de von Neumann;

b) SIMD (Single Instruction, Multiple Data): uma Única Instrução e Múltiplos

Dados. São os computadores vetoriais, que aplicam as mesmas operações ma-

temáticas em um grande volume de dados;

c) MISD (Multiple Instruction, Single Data): Múltiplas Instruções e Dados Únicos.

Não é uma representação muito utilizada, sendo conhecida como Vetores Sistólicos2,

apresentando com certa freqüência, uma predisposição a gerar ociosidade dos

processadores;

d) MIMD (Multiple Instruction, Multiple Data): Múltiplas Instruções e Múltiplos

Dados. Através de diversas unidades de processamento, manipula-se conjuntos

de dados distintos, como por exemplo as GPGPUs.

Apesar do determinismo desta taxonomia, a prática mostra que existe uma

dualidade combinatória entre as classificações. Os Stream Processors programáveis

podem ser considerados como uma combinação de SIMD/MIMD, de acordo com

a abordagem adotada na solução do problema a ser paralelizado. Deste modo, as

GPGPUs podem ser consideradas, ora como pertencentes à taxonomia de SIMD,

ora como MIMD, conforme seu emprego.

No ińıcio da seção anterior, foi mencionado que uma Máquina de Turing é

um mecanismo que se assemelha em muito aos computadores modernos, e ainda que

possui o mesmo poder computacional de qualquer outro computador de propósito

geral. Isto não quer dizer que a máquina de Turing seja mais rápida, ou mesmo

igualmente rápida, quando comparada com os computadores atuais. Afinal, uma

2Caracterizam-se pelo emprego de processadores simples (células), responsáveis por operações

elementares, que são aplicadas a um fluxo de dados, “bombeado”através do sistema.
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Figura 7.3: Máquina de fita multitrack : exemplo com duas trilhas.

máquina de fita seqüencial, que lê e escreve um único dado em uma fita, tem que ser

mais lenta que as atuais tecnologias. O que é proposto ao afirmar sobre o mesmo

poder computacional é que a Maquina de Turing pode computar exatamente as mes-

mas coisas que o computador mais rápido da atualidade, seja qual for a tecnologia

que ele emprega, isto é, vários núcleos de processamento, computação quântica, en-

tre outros. A Máquina de Turing pode efetuar uma computação muito mais lenta,

mas certamente chegará aos mesmos resultados de qualquer outro computador, e

por este motivo é considerada como a máquina universal de computação. Esta é a

beleza da criação de Turing, que concebeu um modelo trivial para algo que nunca

perdeu sua atualidade. Sob esta ótica, esta seção tem por objetivo mostrar que

diversas variações de máquinas possuem uma Máquina de Turing equivalente, que

através de uma única cabeça leitora realiza a leitura e escrita de um único śımbolo.

Uma primeira variação é a máquina de fitas multitrack, uma representação

análoga à categoria SIMD. O leitor poder também imaginar um processador que faz

a leitura e escrita simultânea em um barramento com 32, 64, ou até mesmo mais

bits. Uma ilustração esquemática deste tipo de situação é apresentada na Figura

7.3, cuja principal caracteŕıstica é a quantidade de śımbolos que são lidos e escritos

ao mesmo tempo. No exemplo da figura em questão a máquina de fita multitrack

possui, por simplicidade, apenas duas trilhas e conseqüentemente lê e escreve dois

śımbolos simultaneamente. Esta máquina M poderia estar sujeita a seguinte função

de transição δ:
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M com fita de duas trilhas

q σ δ(q, σ)

q0
a
a (q0,

a
b )

q0
a
b (q1,

a
b )

q0
b
a

(
q1,

b
b

)
q0

b
b (q1,

a
a)

q1
a
a

(
q1,

b
a

)
q1

a
b (h, a

b )

q1
b
a

(
q0,

b
a

)
q1

b
b (q1,

a
a)

Observe que a representação do tipo σ = b
a indica que é lido o śımbolo

b da primeira trilha, e o śımbolo a da segunda trilha (analogamente no caso da

escrita). Note que esta função de transição δ utiliza um alfabeto Σ = {a, b}. Uma

vez que a composição da fita com a cabeça leitora permite a leitura e escrita de

śımbolos simultaneamente, e ainda, que existem apenas dois śımbolos no alfabeto,

temos então que todas as possibilidades de combinação de śımbolos nesta fita de

duas trilhas é dada por a
a,

a
b ,

b
a,

b
b. Este resultado é importante porque indica que

o conjunto de duplas de śımbolos que podem ser lidos e escritos pela máquina M

é fixo e limitado. Assim, pode-se fazer uso de um artif́ıcio matemático onde cada

dupla fixa de śımbolos é substitúıda por uma nova representação, e assim se obtém:

a
a = 0 a

b = 1 b
a = 2 b

b = 3

Este artif́ıcio permite realizar uma substituição direta dos śımbolos existentes

na função de transição δ da máquina M com fita de duas trilhas, resultando na

função de transição δ′ que representará a simulação da mesma máquina M em uma

fita simples. Esta função δ′ pode ser facilmente aplicada em uma Máquina de Turing

com fita simples que ao invés de ter um alfabeto de dois śımbolos, possui um alfabeto

de quatro śımbolos dado por {0, 1, 2, 3}. O leitor terá facilidade para entender que se

considerarmos uma fita multitrack de k trilhas e um alfabeto de n śımbolos, sempre

poderemos convertê-la em uma Máquina de Turing de fita simples com nk śımbolos.
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Simulação com fita simples

q σ δ′(q, σ)

q0 0 (q0, 1)

q0 1 (q1, 1)

q0 2 (q1, 3)

q0 3 (q1, 0)

q1 0 (q1, 2)

q1 1 (h, 1)

q1 2 (q0, 2)

q1 3 (q1, 0)

Deste modo, um computador atual contendo um barramento de 64 bits, e

ainda sabendo que os ńıveis de quantização são apenas dois (0 e 1), temos que

existe uma Máquina de Turing de fita simples análoga ao computador, a qual está

associado um alfabeto de 264 śımbolos. Sob a ótica da Engenharia, este número

gigante de śımbolos é desconfortável de ser manipulado, o que tornaria a construção

de tal máquina muito trabalhosa. Entretanto, desconsiderando esta questão, tanto

a máquina como o computador são capazes de manipular a mesma quantidade de

dados.

A segunda variação de Máquina de Turing é a máquina com várias fitas, uma

representação análoga à categoria MIMD. Esta máquina possui uma única unidade

de controle, porém apresenta mais de um par de fitas com cabeças leitoras. A Figura

7.4 apresenta uma máquina de duas fitas e duas cabeças. Nesta máquina a leitura

e a escrita na fita é realizada de modo śıncrono, isto é, śımbolos são lidos e escritos

simultaneamente em suas respectivas fitas. Por sua vez, o movimento das fitas

é independente, pois estas não precisam obrigatoriamente avançar para o mesmo

lado.

Na parte superior direita da Figura 7.4 são apresentadas de forma esquemática

as duas fitas, bem como o posicionamento da cabeça leitora, denotado por ↑. Neste

caso, a proposta é imitar o comportamento da cabeça leitora através de uma fita

auxiliar. Nesta fita auxiliar este posicionamento da cabeça leitora é indicado pela

inscrição do śımbolo 1 na posição correspondente. Assim, no exemplo proposto
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Figura 7.4: Máquina de várias fitas.

transforma-se a máquina em questão em uma máquina de fita multitrack de quatro

trilhas. Em seguida, converte-se esta fita de quatro trilhas para uma fita simples

com um alfabeto mais abrangente.

A máquina de fitas multidimensionais também é uma variação da máquina de

fita simples. Nesta situação, a fita multidimensional é transformada em multitrack,

que em seguida é transformada em fita simples. Já uma máquina multiprocessada

na qual existam várias cabeças leitoras para uma única fita, faz-se uma abordagem

similar à máquina de várias fitas, marcando-se em uma fita auxiliar o posicionamento

das cabeças leitoras com śımbolos diferentes para cada uma delas. Casos mais

complexos são reduzidos sucessivamente a casos mais simples, até que se obtenha o

mapeamento adequado para a máquina de fita simples.

7.4 Máquina Universal de Turing

As Máquinas de Turing desenvolvidas até o momento, são dispositivos cons-

trúıdos para tratar especificamente um determinado problema, isto é, elas são confi-

guradas para uma determinada tarefa, ou de forma simplista, são computadores com

um programa armazenado estaticamente. Quando uma nova tarefa precisa ser com-

putada, uma construção nova de máquina precisa ser realizada. Assim, a Maquina

de Turing é constrúıda conforme o problema que se deseja resolver, enquanto que

os computadores atuais são máquinas de propósito geral podendo ser programadas.
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[25] WANG, H., Reflections on Kurt Gödel. Cambridge, Massachusetts, The MIT

Press, 1988.

[26] SUPPES, P., Axiomatic Set Theory. New York, Dover, 1972.

[27] LIPSCHUTZ, S., Teoria Elementar dos Conjuntos, Cole çã o Schaum. Sã o
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