
Deste modo, um conjunto de cláusulas S é insatisfat́ıvel se existe um con-

junto finito de instâncias de S que é insatisfat́ıvel. Sob esta ótica, o conjunto

S = {¬P (x) ∨Q(x)), P (f(y)),¬Q(f(y))}, cujas árvores semânticas foram ilustra-

das na Figura 4.2 é insatisfat́ıvel. O teorema, do modo como é colocado, sugere a

implementação proposta no Algoritmo 4.2.

Data: Conjunto de cláusulas S

Result: S é satisfat́ıvel, ou insatisfat́ıvel

B = ∅;

while B é satisfat́ıvel do

b = nova− instância(S);

B = B ∪ {b};

end

Algoritmo 4.2: Algoritmo imediato para a implementação do Teorema de Her-

brand

Observe que este algoritmo não garante sempre obter uma resposta dado que

o loop somente se encerra no momento em que B passa a apresenta um conjunto de

clausulas insatisfat́ıveis. Neste sentido torna-se importante definir uma estratégia

de produção de cláusulas capazes de abreviar a execução do programa. Entre estas

estratégias pode-se destacar como mais significativas o método de Gilmore [66], o

método de Davis-Putman [67] e finalmente o método da resolução de Robinson

[64, 65].

4.7 O Prinćıpio da Resolução

O Teorema de Herbrand permite decidir se um conjunto de cláusulas dadas

é insatisfat́ıvel. Porém, como a árvore semântica cresce exponencialmente, depen-

dendo das cláusulas em questão, a quantidade de elementos envolvidos pode superar

a capacidade de armazenamento dos maiores computadores existentes, o que a torna

impraticável.

Para evitar esta excessiva geração de elementos, Robinson estabeleceu em

1965 outro algoritmo que pode ser aplicado diretamente sobre qualquer conjunto S

de cláusulas para verificar sua insatisfabilidade. Sua idéia essencial é verificar se S
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possui a cláusula vazia, ou se não, se esta pode ser derivada de S. Caso isto ocorra,

S é insatisfat́ıvel.

Para isto é importante entender a argumentação da dedução do modus tol-

lendo ponens (literalmente, o modo no qual, negando, se afirma) que atualmente é

conhecido como silogismo disjuntivo. Basicamente a regra é que:

((p ∨ q) + (¬p))⇒ q

ou seja, considere as seguintes afirmações: “Ou ele está mentindo, ou eu estou

doido”, mas “Eu não estou doido”logo “Ele está mentindo”.

Assim o modus tollendo ponens pode ser visto como uma regra de inferência

que pode ser usada para gerar novas cláusulas de S. Acrescendo à S estas cláusulas,

alguns nós da árvore original tornam-se nós de falha. Então, o número de nós pode

ser reduzido e a cláusula vazia pode eventualmente ser derivada, explicitando a

contradição existente.

Estendendo a idéia para qualquer par de cláusulas (não necessariamente

unitárias), pode-se enunciar o Prinćıpio da Resolução da seguinte forma: para qual-

quer par de cláusulas C1 e C2, se existir um literal L1 em C1 que for complementar

de outro literal L2 de C2, então remova L1 de C1 e L2 de C2 e construa a disjunção

dos remanescentes nas cláusulas. A nova cláusula constrúıda é o resolvente de C1 e

C2, ou seja: (
L1︷︸︸︷
p ∨q)︸ ︷︷ ︸
C1

+ (
L2︷︸︸︷¬p )︸ ︷︷ ︸
C2

⇒ q︸︷︷︸
resolvente

Assim, o procedimento de prova por resolução usa sentenças na forma de

cláusulas. Inicialmente os axiomas e a negação do teorema que se deseja demonstrar

são convertidos em cláusulas. Então, novas cláusulas, os resolventes, são deduzidas

pela regra de inferência do modus tollendo ponens. O teorema principal do proce-

dimento estabelece que se um resolvente não for satisfeito, então nenhum de seus

antecedentes o será, o que inclui a negação do teorema inicial. Seu objetivo é obter

a cláusula vazia, uma contradição expĺıcita.

Seja o conjunto de cláusulas S = {P ∨Q,¬P ∨Q,P ∨ ¬Q,¬P ∨ ¬Q}. Logo
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as cláusulas são dadas por:

C1 = P ∨Q

C2 = ¬P ∨Q

C3 = P ∨ ¬Q

C4 = ¬P ∨ ¬Q

Não há como produzir a cláusula vazia Λ, mas é posśıvel produzir o resolvente

C5 = Q a partir de C1 e C2. Desta forma a nova coleção de cláusulas passa a ser:

C1 = P ∨Q

C2 = ¬P ∨Q

C3 = P ∨ ¬Q

C4 = ¬P ∨ ¬Q

C5 = Q

Mesmo com a adição da cláusula C5, ainda não há como produzir a cláusula

vazia Λ, mas combinando C3 com C4 chega-se ao resolvente C6 = ¬Q. Desta vez,

a nova coleção é:

C1 = P ∨Q

C2 = ¬P ∨Q

C3 = P ∨ ¬Q

C4 = ¬P ∨ ¬Q

C5 = Q

C6 = ¬Q

Desta vez a combinação C5 com C6 permite derivar a cláusula vazia Λ, logo

S é insatisfat́ıvel.

Para a lógica de primeira ordem, no entanto, nem sempre os literais comple-

mentares são evidentes, como por exemplo, nas cláusulas:

C1 = P (x) ∨Q(x)

C2 = ¬P (f(x)) ∨R(x)

Eles somente aparecem se x for substitúıdo por f(a) em C1 e x por a em C2,

resultando

C1 = P (f(a)) ∨Q(f(a))  x = f(a)

C2 = ¬P (f(a)) ∨R(a)  x = a
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que permite chegar no seguinte resolvente:

C3 = Q(f(a)) ∨R(a)

No entanto, se x for substitúıdo por f(x) em C1 tem-se um novo resolvente

C3′ = Q(f(x)) ∨ R(x). Note que C3 é uma instância de C3′, no sentido que todas

as demais cláusulas que podem ser produzidas por este processo são instâncias dela.

Desta forma, quando aplicado à lógica de primeira ordem, o prinćıpio da resolução

requer que se verifque a situação onde dois predicados são unificáveis, isto é, podem

ser feitos ”idênticos”, antes de realizarem o cancelamento para gerar a cláusula

resolvente.

Com isso chega-se ao processo de unificação, cuja idéia básica é encontrar um

conjunto minimal de substituições que torna duas fórmulas idênticas a fim de que

se possa usar resolução. Por exemplo, os literais:

amigos(Luis, Pedro)

amigos(Luis, pai(Luis))

Podem ser unificados. De fato, para unificar os dois literais, deve-se primeiro

verificar se o predicado é o mesmo. Já o caso dos literais:

amigos(Luis, Pedro)

parentes(Luis, Pedro)

não podem ser unificados, pois os predicados são diferentes (amigos e paren-

tes). Se os predicados combinarem, devem-se testar os respectivos argumentos. Se

o primeiro combina, continua-se com o segundo e assim por diante. Um modo de

implementar este teste é chamar, para cada um dos argumentos, o procedimento de

unificação recursivamente: funções, predicados ou constantes só podem combinar se

forem idênticas. Uma variável pode se combinar com outra, ou com uma constante,

ou com uma função ou com uma expressão predicativa, com a exceção de que estas

duas últimas não devem ter qualquer instância das variáveis sendo comparadas.

Definição 4.18 [Substituição] Uma substituição é um conjunto finito da forma θ =

{t1/v1, t2/v2, . . . tn/vn}, onde vi é a variável a ser substitúıda e ti um termo substituto

diferente de vi. Desta forma, ti é o substituto de vi.

Exemplo 4.15 {f(z)/x, y/z} e {a/x, g(y)/y, f(g(b))/z} são substituições quais-
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quer.

A expressão Eθ é chamada de instância de E, e é obtida a partir de E

realizando a troca simultânea de cada ocorrência da variável vi, 1 ≤ i ≤ n, em E

pelos termos de ti. Por exemplo, se θ = {a/x, f(b)/y, c/z} e E = P (x, y, z) então

Eθ = P (a, f(b), c) .

Definição 4.19 [Composição] Seja θ = {t1/x1, . . . tn/xn} e λ = {u1/y1, . . . , um/ym}

substituições quaisquer. Uma composição θ ◦ λ é a substituição dada pelo conjunto

{(t1/λ)/x1, . . . , (tn/λ)/xn, u1/y1, . . . , um/ym} exclúıdos os elementos (ti/λ)/xi nos

quais ti/λ = xi e qualquer elemento uj/yj tal que yj esteja entre {x1, x2, . . . , xn}

Seja:

θ = {t1/v1, t2/v2} = {f(y)/x, z/y}

λ = {u1/y1, u2/y2, u3/y3} = {a/x, b/y, y/z}

Assim:

λ ◦ θ = {(f(y)/λ)/x, (z/λ)/y, a/x, b/y, y/z}

= {f(b)/x, y/y, a/x, b/y, y/z} . . . substituindo λ por t

= {f(b)/x, a/x, b/y, y/z} . . . removendo a redundância y/y

= {f(b)/x, b/y, y/z} . . . removendo a/x porque ui/yi, yi = x ∈ {x, y}

= {f(b)/x, y/z} . . . removendo b/y porque ui/yi, yi = y ∈ {x, y}

Definição 4.20 [Unificador] A substituição θ é chamada unificador σ para um con-

junto de expressões {E1, . . . , Ek}, se e somente se, E1θ = E2θ = . . . = Ekθ.

Definição 4.21 [Unificador Mais Geral - UMG] Um unificador σ para um conjunto

de expressões {E1, . . . , Ek} é o unificador mais geral, se e somente se, cada unificador

θ para o conjunto, existe uma substituição λ tal que θ = σ ◦ λ.

Definição 4.22 [Conjunto de Discordância] O conjunto de discordância de um con-

junto não vazio W de expressões é dado pelos diferentes śımbolos que ocupam a

mesma posição relativa de argumento da expressão E.

Por exemplo, para o conjuntoW =
{
P (x, f(y, z)), P (x, a), P (x, g(h(k(x))))

}
,

o conjunto de discordância é dados por {f(y, z), a, g(h(k(x)))}.
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Desta forma, tomando por base as definições apresentadas, pode-se afirmar

que o algoritmo de unificação é dados é representado pelo Algoritmo 4.3:

Data: Conjunto W de expressões provenientes das cláusulas da Base de

Herbrand

Result: Unificador mais geral UMG

k = 0 ;

Wk = W ;

σk = ε ;

while Wk não é único do

if ∃vk then

Encontre o conjunto de discordância Dk ;

if ∃vk, tk ∈ Dk onde vk não ocorre em tk then

σk+1 = σ ◦ {tk/vk} ;

Wk+1 = Wk {tk/vk} ;

else

W não é unificável ;

UMG = Nulo ;

Satura k ;

end

end

k = k + 1;

end

UMG = σk é o unificador mais geral;

Algoritmo 4.3: Unificação de expressões

Para ilustrar o funcionamento do algoritmo 4.3, considere o conjunto W =

{P (a, x, f(g(y))), P (z, f(z), f(u))}. O processo para determinar o unificador mais

geral é dado a seguir:
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σ0 = ε

W0 = W

W0 não é único (1 só predicado?)

D0 = {a, z}

v0 = z não ocorre em t0 = a

σ1 = σ0 ◦ {t0/v0}

= ε ◦ {a/z}

= {a/z}

W1 = W0 {t0/v0}

= {P (a, x, f(g(y))), P (z, f(z), f(u))} {a/z}

= {P (a, x, f(g(y))), P (a, f(a), f(u))}

W1 não é único (1 só predicado?)

D1 = {x, f(a)}

v1 = x não ocorre em t1 = f(a)

σ2 = σ1 ◦ {t1/v1}

= {a/z} ◦ {f(a)/x}

= {a/z, f(a)/x}

W2 = W1 {t1/v1}

= {P (a, x, f(g(y))), P (a, f(a), f(u))} {f(a), x}

= {P (a, f(a), f(g(y))), P (a, f(a), f(u))}

W2 não é único (1 só predicado?)

D2 = {g(y), u}

v2 = u não ocorre em t2 = g(y)

σ3 = σ2 ◦ {t2/v2}

= {a/z, f(a)/x} ◦ {g(y)/u}

= {a/z, f(a)/x, g(y)/u}

W3 = W2 {t2/v2}

= {P (a, f(a), f(g(y))), P (a, f(a), f(u))} {g(y)/u}

= {P (a, f(a), f(g(y))), P (a, f(a), f(g(y)))}

= {P (a, f(a), f(g(y)))}

W3 é único (1 só predicado?)

UMG = σ3

= {a/z, f(a)/x, g(y)/u}
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Uma vez que o cálculo de unificador mais geral já é conhecido, pode-se re-

tornar ao problema inicial que é o cálculo de resolventes.

Definição 4.23 [Resolvente de Primeira Ordem] Sejam C1 e C2 duas cláusulas

sem variáveis em comum. Sejam L1 e L2 dois literais das cláusulas C1 e C2,

respectivamente. Se o cálculo do unificador mais geral entre L1 e ¬L2 é dado por σ,

então o resolvente entre C1 e C2 é dado pela cláusula (C1σ − L1σ) ∪ (C2σ − L2σ)

Desta forma, seja um conjunto de cláusulas S = {P (x) ∨Q(x),¬P (a) ∨R(x)},

onde C1 = P (x)∨Q(x) e C2 = ¬P (a)∨R(x). As cláusulas C1 e C2 são candidatas

a serem unificadas devido aos literais L1 = P (x) e L2 = ¬P (a).

Para calcular o unificador mais geral de modo a ser aplicada a definição

de resolvente de primeira ordem, deve-se tomar W = {L1,¬L2} = {P (x), P (a)}.

Assim, tem-se que o unificador mais geral é dado por:

W = {P (x), P (a)}

σ0 = ε

W0 = W

W0 não é único (1 só predicado?)

D0 = {a, x}

v0 = x não ocorre em t0 = a

σ1 = σ0 ◦ {t0/v0}

= ε ◦ {a/x}

= {a/x}

W1 = W0 {t0/v0}

= {P (x), P (a)} {a/x}

= {P (a), P (a)}

= {P (a)}

W1 é único (1 só predicado?)

UMG = σ1

= {a/x}

De posse do unificador mais geral, pode-se então determinar o resolvente de

C1 e C2.
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x ≡ a y ≡ b

v ≡ d u ≡ c

Figura 4.3: Os ângulos interiores alternados formados pela diagonal de um trapezóide

são iguais.

Observe que x aparece em ambas as cláusulas C1 e C2. Contudo, esta variável

x de C1 é apenas lexicamente igual à variável x de C2. Sob a ótica da semântica,

estas variáveis são distintas, e por este motivo, uma dela será substitúıda por y para

evitar eqúıvocos, ou seja, C2 = ¬P (a) ∨R(y).

Uma vez resolvida esta questão, o resolvente C3 de C1 e C2 é dado por:

C3 = (C1σ − L1σ) ∪ (C2σ − L2σ)

= ({P (a), Q(a)} − {P (a)}) ∪ ({¬P (a), R(y)} − {¬P (a)})

= {Q(a)} ∪ {R(y)}

= {Q(a), R(y)}

= Q(a) ∨R(y)

Neste momento, torna-se importante compreender todo a processo de prova

automática de teoremas, a fim de ter uma clara percepção do processo como um

todo. Neste sentido, será apresentado a seguir um exemplo completo de dedução.

Seja, por exemplo, um trapezóide qualquer xyuv, no qual se deseja mostrar que são

iguais os ângulos interiores alternados formados pela diagonal do mesmo. A Figura

4.3 apresenta de forma complementar e ilustrativa o que está sendo proposto.

Primeiro deve-se axiomatizar o teorema:

- Seja T (x, y, u, v) um trapezóide com vértice superior esquerdo x, superior di-

reito y, inferior direito u e inferior esquerdoi v;

- Seja P (x, y, u, v) o paralelismo entre o segmento de reta xy e o segmento de

reta uv;

- Seja E(x, y, z, u, v, w) a igualdade entre o ângulo x̂yz e o ângulo ûvw.

Assim, os axiomas do teorema proposto são:
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A1 = (∀x)(∀y)(∀u)(∀v) [T (x, y, u, v)→ P (x, y, u, v)], que é a definição de tra-

pezóide.

A2 = (∀x)(∀y)(∀u)(∀v) [P (x, y, u, v)→ E(x, y, v, u, v, y)], isto é, os ângulos

interiores de uma reta que cruza duas outras retas paralelas são iguais.

A3 = T (a, b, c, d), ou seja, uma instância do modelo abstrato de trapezóide

que se tem na mente e que foi materializada em um pedaço de papel conforme

ilustrado na Figura 4.3.

A partir destes axiomas, deve-se ser capaz de concluir que E(a, b, d, c, d, b) é

verdadeiro, isto é, que a fórmula a seguir é válida:

A1 ∧ A2 ∧ A3 → E(a, b, d, c, d, b)

Uma vez que se deseja realizar a prova conforme propôs Herbrand, nega-se a

conclusão de modo que A1∧A2∧A3∧¬E(a, b, d, c, d, b) é uma fórmula insatisfat́ıvel.

Para construir o conjunto de cláusulas é preciso escrever a fórmula na forma

normal prenex, e em seguida, skolenizá-la. Assim, a fórmula normal prenex para

A1 ∧ A2 ∧ A3 ∧ ¬E(a, b, d, c, d, b) são:

A1 = (∀x)(∀y)(∀u)(∀v) [¬T (x, y, u, v) ∨ P (x, y, u, v)]

A2 = (∀x)(∀y)(∀u)(∀v) [¬P (x, y, u, v) ∨ E(x, y, v, u, v, y)]

A3 = T (a, b, c, d)

A fórmula normal prenex já é uma fórmula conjuntiva, ainda que neste exem-

plo tenha-se uma degeneração das conjunções, haja vista que cada expressão forma

um único literal. A forma de Skolen, por sua vez, exige a retirada dos quantificado-

res existenciais. Novamente, no caso particular deste exemplo, tais quantificadores

não existem, logo:

S = {¬T (x, y, u, v) ∨ P (x, y, u, v),¬P (x, y, u, v) ∨ E(x, y, v, u, v, y), T (a, b, c, d),¬E(a, b, d, c, d, b)}

Assim,

C1 = ¬T (x, y, u, v) ∨ P (x, y, u, v)

C2 = ¬P (x, y, u, v) ∨ E(x, y, v, u, v, y)

C3 = T (a, b, c, d)

C4 = ¬E(a, b, d, c, d, b)
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Inicialmente calcula-se a unificação de C2 e C4. Fazendo L1 = E(x, y, v, u, v, y)

e L2 = ¬E(a, b, d, c, d, b) tem-se que W = {L1,¬L2}. Calculando o unificador mais

geral tem-se:

W = {E(x, y, v, u, v, y), E(a, b, d, c, d, b)}

σ0 = ε

W0 = W

W0 não é único (1 só predicado?)

D0 = {a, x}

v0 = x não ocorre em t0 = a

σ1 = σ0 ◦ {t0/v0}

= ε ◦ {a/x}

= {a/x}

W1 = W0 {t0/v0}

= {E(x, y, v, u, v, y), E(a, b, d, c, d, b)} {a/x}

= {E(a, y, v, u, v, y), E(a, b, d, c, d, b)}

W1 não é único (1 só predicado?)

D1 = {b, y}

v1 = y não ocorre em t1 = b

σ2 = σ1 ◦ {t1/v1}

= {a/x} ◦ {b/y}

= {a/x, b/y}

W2 = W1 {t1/v1}

= {E(a, y, v, u, v, y), E(a, b, d, c, d, b)} {a/x, b/y}

= {E(a, b, v, u, v, b), E(a, b, d, c, d, b)}

W2 não é único (1 só predicado?)

D2 = {d, v}

v2 = v não ocorre em t2 = d

σ3 = σ2 ◦ {t2/v2}

= {a/x, b/y} ◦ {d/v}

= {a/x, b/y, d/v}
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W3 = W2 {t2/v2}

= {E(a, b, v, u, v, b), E(a, b, d, c, d, b)} {a/x, b/y, d/v}

= {E(a, b, d, u, d, b), E(a, b, d, c, d, b)}

W3 não é único (1 só predicado?)

D3 = {c, u}

v3 = u não ocorre em t3 = c

σ4 = σ3 ◦ {t3/v3}

= {a/x, b/y, d/v} ◦ {c/u}

= {a/x, b/y, d/v, c/u}

W4 = W3 {t3/v3}

= {E(a, b, d, u, d, b), E(a, b, d, c, d, b)} {a/x, b/y, d/v, c/u}

= {E(a, b, d, c, d, b), E(a, b, d, c, d, b)}

= {E(a, b, d, c, d, b)}

W4 é único (1 só predicado?)

UMG = σ4

= {a/x, b/y, d/v, c/u}

De posse do unificador mais geral, o cálculo do resolvente C5, de C2 e C4 é

dado por:

C5 = (C2σ − L1σ) ∪ (C4σ − L2σ)

= ({¬P (a, b, c, d), E(a, b, d, c, d, b)} − {E(a, b, d, c, d, b)})∪

({¬E(a, b, d, c, d, b)} − {¬E(a, b, d, c, d, b)})

= {¬P (a, b, c, d)} ∪Ø

= ¬P (a, b, c, d)

Deste modo tem-se que a nova coleção de clausulas é dada por:

C1 = ¬T (x, y, u, v) ∨ P (x, y, u, v)

C2 = ¬P (x, y, u, v) ∨ E(x, y, v, u, v, y)

C3 = T (a, b, c, d)

C4 = ¬E(a, b, d, c, d, b)

C5 = ¬P (a, b, c, d)

O passo seguinte é prosseguir com a resolução, desta vez unificando C1 e

C5. Nesta etapa, cria-se um L3 = P (x, y, u, v) e L4 = ¬P (a, b, c, d) e tem-se outro

conjunto W = {L3,¬L4}. Procede-se o cálculo do unificador mais geral, tal como

150



realizado anteriormente com W = {L1,¬L2}. O cálculo do unificador mais geral

fornece que UMG = {a/x, b/y, c/u, d/v} (deixa-se esta demonstração para o leitor).

O resolvente C6 é dado por:

C6 = (C1σ − L3σ) ∪ (C5σ − L4σ)

= ({¬T (a, b, c, d), P (a, b, c, d)} − {P (a, b, c, d)})∪

({¬P (a, b, c, d)} − {¬P (a, b, c, d)})

= {¬T (a, b, c, d)} ∪Ø

= ¬T (a, b, c, d)

Neste sentido, a nova coleção de cláusulas passa ser:

C1 = ¬T (x, y, u, v) ∨ P (x, y, u, v)

C2 = ¬P (x, y, u, v) ∨ E(x, y, v, u, v, y)

C3 = T (a, b, c, d)

C4 = ¬E(a, b, d, c, d, b)

C5 = ¬P (a, b, c, d)

C6 = ¬T (a, b, c, d)

A partir desta coleção, seguindo com a resolução, faz-se a unificação de C3

e C6. Os literais criados para compor o conjunto W são L5 = T (a, b, c, d) e L6 =

¬T (a, b, c, d), isto é, W = {L5,¬L6} == {T (a, b, c, d), T (a, b, c, d)}. Observe que

não há substituição a ser feita e o UMG = ε. O resolvente, então, é dado por:

C7 = (C3σ − L5σ) ∪ (C6σ − L6σ)

= ({T (a, b, c, d)} − {T (a, b, c, d)}) ∪ ({¬T (a, b, c, d)} − {¬T (a, b, c, d)})

= Ø ∪Ø

= Λ

Uma vez que se obteve a cláusula vazia em C7, realizando derivações de S,

conclui-se que S é insatisfat́ıvel. Ora, se S é insatisfat́ıvel, é porque A1 ∧A2 ∧A3 →

E(a, b, d, c, d, b) é uma fórmula válida.

4.8 Conclusões e leituras recomendadas

Este caṕıtulo foi uma compilação dos tópicos mais relevantes sobre lógica

simbólica e prova aumotática de teoremas de Chang e Lee [68]. Para um estudo
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mais aprofundado sobre lógica proposicional e de primeira ordem recomenda-se Kle-

ene [69] e [70]. Um bom livro sobre lógica, com viés voltado para lingǘıstica é

McCawley [71]. Uma abordagem bastante leve e introdutória de lógica é encontrada

nos caṕıtulos iniciais de Suppes [72], recomendado para leitores sem familiaridade

com o assunto. Os conceitos de natureza filosófica para melhor compreenssão da

lógica podem ser encontrados em Russell [73, 74]. Uma literatura um pouco mais

pesada, mas de igual importância a de Russell são os trabalhos de Popper [75], Laka-

tos e Musgrave [76], e principalmente Wang [77]. Com relação à técnica de solução

de problemas, cerne das máquinas de inferência, o caṕıtulo 2 de Green [78] apre-

senta um resumo rigoroso. Para estudos mais aprofundados existem as excelentes

publicações de Chang e Lee [68] e Loveland [79].

4.9 Exerćıcios

4.1 Para cada uma das fórmulas a seguir, verifique se elas são tautologias, con-

tradições, ou nenhuma das duas opções.

(a) ¬(¬P )→ P

(b) P → (P ∧Q)

(c) ¬(P ∨Q) ∨ ¬Q

(d) (P → Q)→ (¬Q→ ¬P )

(e) P ∨ (P → Q)

(f) (P ∧ (Q→ P ))→ P

(g) P ∨ (Q→ ¬P )

(h) P → ¬P

(i) ¬P → P

4.2 Escreva as fórmulas a seguir na forma normal disjuntiva.

(a) (¬P ∧Q)→ R
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(b) P → ((Q ∧R)→ S)

(c) ¬(P ∨ ¬Q) ∧ (S → T )

(d) (P → Q)→ R

(e) ¬(P ∧Q) ∧ (P ∨Q)

4.3 Escreva as fórmulas a seguir na forma normal conjuntiva.

(a) P ∨ (¬P ∧Q ∧R)

(b) ¬(P → Q)

(c) (¬P ∧Q) ∨ (P ∧ ¬Q)

(d) ¬(P → Q) ∨ (P ∨Q)

(e) (P → Q)→ R

4.4 Prove que (¬Q→ ¬P ) é uma conseqüência lógica de (P → Q).

4.5 Mostre que Q é uma conseqüência lógica de (P → Q) e P . Esta afirmação é

conhecida como regra de modus ponens.

4.6 Mostre que R é uma conseqüência lógica de P → Q, ¬P → R, Q→ S, ¬S.

4.7 Formaliza matematicamente as sentenças a seguir:

(a) Toda alma será salva.

(b) Tudo que sobe, desce.

(c) Alguns times são ruins.

(d) Nenhum time será desclassificado.

(e) Há pessoas não confiáveis.

(f) Existem ladrões que não são poĺıticos.

(g) Não existe elefante azul.
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(h) Idéias boas são raras.

(i) Ninguém gosta de sinal fechado.

(j) Cariocas não gostam de sinal fechado.

(k) Toda unanimidade é burra.

(l) Todo papa-léguas que diz ”beep-beep”é esperto.

4.8 Seja C(x) a representação de ”x é um vendedor de carros”e H(x), ”x é ho-

nesto”. Traduza as seguintes fórmulas para o Português:

(a) (∃x)C(x)

(b) (∃x)H(x)

(c) (∀x)(C(x)→ ¬H(x))

(d) (∃x)(C(x) ∧H(x))

(e) (∃x)(H(x)→ C(x))

4.9 Seja P (x), L(x), R(x, y, z) e I(x, y) átomos representando ”x é um ponto”,

”x é uma linha”, ”z passa por x e y”e ”x é igual a y”, respectivamente. Construa

a seguinte fórmula: Para todos dois pontos, existe uma e somente uma linha que

passa por ambos os pontos.

4.10 Considere a interpretação D = a, b, e os valores assumidos por P : P (a, a) =

1 | P (a, b) = 0 | P (b, a) = 0 | P (b, b) = 1. Determine os valores verdade para as

seguintes fórmulas:

(a) (∀x)(∃y)P (x, y)

(b) (∀x)(∀y)P (x, y)

(c) (∃x)(∀y)P (x, y)

(d) (∃y)¬P (a, y)

(e) (∀x)(∀y)(P (x, y)→ P (y, x))
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(f) (∀x)P (x, x)

4.11 Considere a fórmula A : (∃x)P (x) → (∀x)P (x). Prove que esta fórmula é

sempre 1 para um domı́nio qualquer contendo apenas um único elemento.

4.12 Considere a interpretação D = 1, 2, os valores de constantes são a = 1 e b = 2,

com uma função f assumindo os valores f(1) = 2 | f(2) = 1, e os valores assumidos

por P : P (1, 1) = 1 | P (1, 2) = 1 | P (2, 1) = 0 | P (2, 2) = 0. Determine os

valores verdade para as seguintes fórmulas:

(a) P (a, f(a)) ∧ P (b, f(b))

(b) (∀x)(∃y)P (y, x)

(c) (∀x)(∀y)(P (x, y)→ P (f(x), f(y)))

4.13 Transforme as fórmulas a seguir para a forma normal prenex.

a) (∀x)(P (x)→ (∃y)Q(x, y))

b) (∃x)(¬((∃y)P (x, y))→ ((∃z)Q(z)→ R(x)))

c) (∀x)(∀y)((∃z)P (x, y, z) ∧ ((∃u)Q(x, u)→ (∃v)Q(y, v)))

d) ¬((∀x)(A(x)→ ((∀y)B(x, y))))

e) (∀x)(∀y)((∃z)(A(x, z) ∧B(y, z))→ (∃u)C(x, y, u))

f) (∀x)A(x)→ ¬(∃z)(B(w, z)→ (∀y)C(w, y))

g) A(x, y) ∧ ((∃x)B(x)→ (∀y)(∀z)C(x, y, z))

4.14 Efetue a skolenização das fórmulas a seguir.

a) (∃x)(∃y)(∀z)(P (x, y) ∨ ¬Q(z) ∨R(x))

b) (∀x) [P (x)→ {(∀y) (P (y)→ P (x)) ∧ ¬(∀y) (Q(x, y)→ P (y))}]

c) ((∀x)P (x))→ ((∃x)Q(x) ∧R(x))

d) (∃x) (P (x, y) ∧ ((∃y)¬Q(y)→ (∃z)R(z)))
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e) (∃x)(∀y)(∀z)(∃u)(∀v)(∃w)(P (x, y, z) ∧Q(u, v) ∧ ¬R(w))

f) (∀x)(∃y)(∃z)(((¬P (x, y) ∧Q(x, z)) ∨R(x, y, z))

g) (∀x)((A(x, y)→ (∃y)P (x, y, z))→ ¬(∀z)Q(x, z))

h) (∀x)((¬P (x, a)→ (∃y)(P (y, g(x))) ∧ (∀z)(P (z, g(x))→ P (y, z))))

i) (∀x)((P (x)→ ¬(∀y)(Q(x, y)→ (∃z)P (z))) ∧ (∀t)(Q(x, y)→ R(t)))

j) (∀x)P (x) ∧ ((∀x)Q(x)→ (∃y)R(x, y, z))

4.15 Determine o universo de Herbrant para o conjunto de cláusulas

S = {P (a),¬P (x) ∨Q(f(x), a)}.

4.16 Determine o universo de Herbrant para o conjunto de cláusulas

S = {P (a), Q(b, c) ∨ P (d)}.

4.17 Determine o universo e a base de Herbrant para o conjunto de cláusulas

S = {P (x, y) ∨Q(f(y)), R(x, y, z)}.

4.18 Determine o universo e a base de Herbrant para o conjunto de cláusulas

S = {P (a, b) ∨Q(f(y)) ∨R(x)}.

4.19 Seja S = {P,¬P ∨Q,¬Q}. Determine a a árvore semântica fechada de S.

4.20 Considere S = {P (x),¬P (x) ∨Q(x, a),¬Q(y, a)}. Determine: (a) o conjunto

atômico de S; (b) a árvore semantica completa de S; (c) a árvore fechada de S.

4.21 Seja S = {P (x), Q(x),¬Q(x),¬Q(x) ∨ P (x)}. Determine a a árvore semântica

fechada de S.

4.22 Seja S = {P (x), Q(x) ∨R(x),¬P (x) ∨ ¬Q(x),¬P (x) ∨ ¬R(x)}. Determine

a a árvore semântica fechada de S.

4.23 Resolva o seguinte problema utilizando a prova de Herbrand:

Toda mulher é gentil.

Maria é mulher.

Logo, Maria é gentil.
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4.24 Resolva o seguinte problema utilizando a prova de Herbrand:

Todo homem é mortal.

O pai de João é homem.

Logo, o pai de João é mortal.

4.25 Sejam as fórmulas F1 = P → (¬Q ∨ (R ∧ S)), F2 = P , F3 = ¬S.Utilize o

prinćıpio da resolução para verificar que G = ¬Q é consequência lógica de F1, F2 e

F3.

4.26 Sejam as fórmulas a seguir. Utilizando o prinćıpio da resolução, mostre a

relação de conseqüência lógica desejada.

a) F1 = P → S

F2 = S → U

F3 = P

G = U

F1, F2, F3 |= G

b) F1 = P → (¬Q ∨ (R ∧ S))

F2 = P

F3 = ¬S

G = ¬Q

F1, F2, F3 |= G

c) F = (∀x)(∀y)(P (x, f(y)) ∨ P (y, f(x)))

G = (∃u)(∃v)(P (u, f(v)) ∨ P (v, f(u)))

F |= G

4.27 Zico é carioca. Zé é carioca. Romário também é carioca. Todo carioca é

brasileiro. Construa uma base de conhecimento que modele o cenário aqui descrito.

Construa um programa capaz de verificar se determinada interpretação é válida para

o predicado é brasileiro, sob a ótica da base de conhecimento. Em seguida crie outro

programa que apresente todas as interpretações válidas para é brasileiro.

4.28 João VI é pai de Pedro I e de Miguel de Bragança. Pedro I, por sua vez, é

pai de Pedro II e Maria da Glória. Pedro II é pai de Princesa Isabel. Sabe-se que o
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pai do pai de um indiv́ıduo também é avô deste indiv́ıduo. Construa um programa

capaz de verificar se determinada interpretação é válida para o predicado é avô-de,

sob a ótica da base de conhecimento. Em seguida crie outro programa que apresente

todas as interpretações válidas para é avô-de.

4.29 O resfriado é uma infecção leve das vias aéreas superiores atingindo princi-

palmente nariz e garganta. Seus sintomas são coriza, febre alta ou baixa e even-

tualmente espirros. Neste caso deve ser ministrado repouso, ĺıquido e boa ali-

mentação. Se necessário podem ser administrados analgésicos e anti-térmicos. A

gripe é uma doença muito contagiosa que ataca as vias respiratórias, nariz, gar-

ganta e pulmões.Os pacientes com esta enfermidade apresentam febre alta, dores

musculares e nas articulações, dor de cabeça e eventualmente inflamação dos olhos.

Não existe remédio para a gripe, porém deve-se prescrever ao paciente repouso, boa

alimentação, analgésicos, anti-térmicos e descongestionantes. A pneumonia, por sua

vez, é uma infecção aguda que pode atingir os pulmões inteiros ou em partes. Cer-

tas pneumonias pioram rapidamente e requerem hospitalização do paciente. Nesta

situação os pacientes apresentam tosse, dor no peito, febre alta, calafrios e sudorese.

Em muitos casos a sudorese e os calafrios podem não estar presentes no quadro

patológico do paciente. O tratamento exige anti-bióticos e oxigênio. Um paciente

chegou no hospital com febre alta, dor de cabeça, tosse e dor no peito. Após o aten-

dimento foi ministrado antibiótico. Esta combinação de medicamentos irá tratar

sua enfermidade (faça um programa que forneça esta decisão)?

4.30 Alonzo, Kurt, Rudolf e Willard são artistas criativos de grande talento, um

é dançarino, um é pintor, um é cantor e um é escritor, não necessariamente nesta

ordem. Alonzo e Rudolf estavam na audiência na noite em que o cantor fez seu

debut no palco. O escritor publicou a biografia de Willard e pretende escrever a

biografia de Alonzo. Rudolf não conhece Alonzo. Rudolf e o escritor ambos tiveram

seus retratos pintados ao vivo pelo pintor. Quais são as profissões de Kurt, Willard,

Rudolf e Alonzo? (Implemente um programa para fornecer estas respostas).

4.31 Circula na Internet um teste de QI supostamente atribúıdo a Albert Einstein

sobre o qual, supostamente, afirmou que apenas 2% das pessoas são capazes de

resolvê-lo. Ainda que a veracidade destas informações possa ser questionada, o teste

158



por si só é bastante interessante, principalmente se este suposto teste de QI possa ser

implementado em uma máquina, completamente desprovida de inteligência. Deste

modo, implemente um programa de computador capaz de resolver o problema a

seguir:

Há cinco casas de diferentes cores. Em cada casa mora uma pessoa de uma diferente

nacionalidade. Esses cinco proprietários bebem diferentes bebidas, fumam diferentes

tipos de cigarros e têm um certo animal de estimação. Nenhum deles têm o mesmo

animal, fumam o mesmo cigarro ou bebem a mesma bebida (isto é, são conjuntos

excludentes).

1. O Inglês vive na casa Vermelha.

2. O Sueco tem Cachorros como animais de estimação.

3. O Dinamarquês bebe Chá.

4. A casa Verde fica do lado esquerdo da casa Branca.

5. O homem que vive na casa Verde bebe Café.

6. O homem que fuma Pall Mall cria Pássaros.

7. O homem que vive na casa Amarela fuma Dunhill.

8. O homem que vive na casa do meio bebe Leite.

9. O Norueguês vive na primeira casa.

10. O homem que fuma Blends vive ao lado do que tem Gatos.

11. O homem que cria Cavalos vive ao lado do que fuma Dunhill.

12. O homem que fuma BlueMaster bebe Cerveja.

13. O Alemão fuma Prince.

14. O Norueguês vive ao lado da casa Azul.

15. O homem que fuma Blends é vizinho do que bebe Água.

Pergunta-se, quem tem um peixe como animal de estimação?
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4.32 Verificar se W = {Q(f(a), g(x)), Q(y, y)} é unificável.

4.33 Verificar se W = {P (x), P (f(x))} é unificável.

4.34 Verificar se W = {P (a, f(x)), P (y, z)} é unificável.

4.35 Verificar se W = {P (a, x, f(g(y))), P (z, h(z, w), f(w))} é unificável.
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