4.10|pode ser representada pelo conjunto {—~P(z, f(z)) V R(z, f(z),9(x)), Q(x,g9(x)) V R(x, f(x), g(z)
O conjunto S de clausulas serda um ponto chave no procedimento para prova au-

tomaética de teoremas.

4.6 Teorema de Herbrand

Até o presente momento, foi apresentado um ferramental de suporte para ser
empregado na prova de teoremas. Nesta secao serao consierados os procedimentos
desta prova. A tarefa de se encontrar um procedimento para averiguar a validade
(consisténcia) de uma férmula foi uma tarefa estudada no passado. Primeiramente
foi tentado por Leibniz, e em seguida por Peano quase duzentos anos depois, proximo
a virada para o século XX. Na década de 1920 foram dados os primeiros passos
efetivos neste sentido por Herbrand, mas foi s6 em 1936, através de Church e Turing
que isso se mostrou ser uma tarefa impossivel. De forma independente, tanto Church
como Turing mostraram que nao existe um procedimento genérico para checar a
validade de férmulas em logica de primeira ordem. Entretanto, para o caso especifico
no qual as férmulas sao de fato validas, existem procedimentos que podem chegar a
esta conclusao. Para o caso em que as férmulas nao sao validas, estes procedimentos
nunca se encerram. Sob a Otica de Church e Turing, esta é, na melhor das hipdteses,

a situacao limite que se pode atingir com estes procedimentos de prova.

Uma abordagem importante para a prova automatica de teoremas foi dada
por Herbrandﬂ em 1931. Por defini¢ao, uma férmula é valida se ela assumir valores
1 para todas as interpretacoes. Herbrand propos um algoritmo para encontrar uma
interpretacao que refuta uma determinada féormula. Todavia, se uma féormula real-
mente é valida, tal interpretacao nao devera existir, e seu algoritmo devera abortar
ap6s um numero finito de tentativas. Seu método era impraticavel de se aplicar até
a invencao do computador digital. S6 apds o artigo de Robinson [64], [65] em 1965,

junto com o desenvolvimento do principio da resolucao, foi possivel o desenvolvi-

2Jacques Herbrand (1908-1931) foi um matemaético francés, cujo estudo principal foi a teoria
de demonstragao e as fungoes recursivas gerais intitulado ”On the consistency of arithmetic”. Em
uma escalada dos Alpes franceses com dois amigos, caiu nas montanhas de granito do Massif des

Ecrins e morreu. ”On the consistency of arithmetic”foi publicado postumamente.
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mento dos provadores.

Os procedimentos de Hebrand nao seguem a tradicao de prova direta, mas sim
busca a prova por refutagao, demonstrando que a negacao da formula é inconsistente.
A idéia intuitiva por de tras deste procedimento é de que se a negagao de um teorema

for falsa entdo ele serd verdadeiro (principio do meio excluido).

Por defini¢cao, um conjunto S de clausulas é insatisfatorio se e somente se ele
¢ falso (0) sob todas as interpretagoes sobre todos os dominios. Uma vez que é in-
conveniente e impossivel considerar todas as interpretacoes sobre todos os dominios,
seria interessante se fosse possivel fixar um dominio especial H no qual S é insa-
tisfatério se e somente se S é falso sob todas as interpretacoes sobre este dominio.
Felizmente, existe tal conjunto, e ele é chamado de universo de Herbrand de S,

sendo definido conforme se segue.

Defini¢ao 4.13 [Universo de Hebrand| Seja Hy um conjunto de constantes que

ocorrem em S. Se nao existe constante em S, entdao H, consiste de uma tnica

constante, H, = {a}. Para ¢ =0,1,2,... seja H;;; a unidao de H; e o conjunto de
todos os termos da forma f™(t,...,t,) para todas as fungoes f™ que ocorrem em S,
onde t;, j = 1,...,n pertencem ao conjunto H;. Os H; sao chamados de conjuntos

nivel ¢ de constantes de S, e H,, é chamado de Universo de Herbrand de S.
Exemplo 4.11 Seja S = {P(a),~P(x)V P(f(x))}

Hy = {a}
H, = {a, f(a)}
Hy = {a, f(a), f(f(a))}

He = {a, f(a), f(f(a)), F(f(f(a))), ..}

Exemplo 4.12 Seja S = {P(z) VQ(z),R(z),T(y) V -W(y)}. Uma vez que nao
existe constante em S, tem-se que Hy = {a}. Além disto, também nao existem

funcoes em S, logo Hy = Hy = --- Hy, = {a}.
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Exemplo 4.13 Seja S = {P(f(z),a,g(z,y),b)}

Hy = {a,b}

= {a,b, f(a), f(b), g

Hy = {a,b, f(a), f(b), 9(a,a),
f(g(a, b)), f(g(b,a)), f(g(b, b)), }

Defini¢ao 4.14 [Base de Herbrand] Seja S um conjunto de cldusulas. O conjunto
de todas as formulas atomicas de S é chamado de Base de Herbrand, ou conjunto

atomico de S.

Exemplo 4.14 Seja S = {P(z,a),~Q(x) VvV P(f(x),b)} contendo duas constantes

e um simbolo funcional. Assim,

H() = {a, b}
H, = {a’v bvf(CL)?f(b)}
Hy, = {CL, b7f(a>’f(b)7f(f(a>>7f(f(b))}

HOO = {aa ba f(CL), f(b)7 f(f(CL))? f(f(b))> s }
Como P e @) sao simbolos predicativos, tem-se que a base de Hebrand é dada por

A ={P(a,b),Q(a),Q(b), Pla, f(a)), Pa, f(b), Q(f(a), Q(f (1)), --- }

Chama-se arvore semantica a arvore binaria tal que os descendentes de cada
né sao respectivamente elementos da base de Herbrand e sua negagao (férmulas
atomicas complementares). A arvore semantica 1" associada ao conjunto de cldusulas
do Exemplo [4.14] é apresentada na Figura [£.1] Nesta representagao, optou-se por
explicitar os valores verdades assumidos pelas formulas durante a transicao de um

no para outro.

Seja a formula (V) (Vy) ((P(z) — Q(x))AP(f(y))A—-Q(f(y))). Assim, tem-se

que a férma de skolen é dada por

G

(Vo) (Vy) ((P(x) = Q(x)) A P(f(y)) A =~Q(f(y))
(V2)(Vy) ((=P(z) vV Q(2)) A P(f(y)) A =Q(f(y))
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Figura 4.1: Arvore seméantica para S = {P(x,a),~Q(z) V P(f(x),b)}.

Logo, o conjunto de cldusulas é dado por S = {=P(z) VvV Q(z), P(f(v)), ~Q(f(y))}.

Deste modo tem-se:
Hy = {a}

H, = {a, f(a)}
Hy = {a,f(a), f(f(a))}

Hye = {a, f(a), f(f(a)),...}
Como se tem simbolos predicativos P e (), tem-se que a base de Hebrand é dada
por A = {P(a),Q(a), P(f(a)),Q(f(a)),---}. A arvore semantica cheia associada a

este conjunto de cldusulas é apresentada na Figura [4.2(a).

Os caminhos existentes em uma arvore semantica oferecem interpretacoes
para o conjunto de clausulas S que representa, podendo satisfazé-lo ou nao. Sob
esta dtica, chama-se a atencao para o fato de que é comum que as arvores semanticas
cheias possuam uma altura infinita, dado que a propria base de Herbrand pode ser
um conjunto infinito. Consequentemente, o conjunto de interpretacoes também ¢é

infinito, o que dificulta de sobremaneira uma solugao computacional.

Se o conjunto de clausula S nao for passivel de ser satisfeito, entao todas as
interpretacoes irao falhar em tentar assumir um valor verdade 1 para S. Observe
que quando uma interpretagao I, isto é, um caminho na arvore semantica falsifica S,
pode-se ignorar as demais ramificacoes abaixo deste caminho. Desta forma, pode-se

efetuar as definigoes a seguir.
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(b)

Figura 4.2:  Arvore seméntica para S = {—~P(z) Vv Q(x), P(f(y)),~Q(f(y))}: (a) cheia,
(b) fechada.
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Definicao 4.15 [N6 de Falha] Um né N é um né de falha se a interpretacao (V)
associada ao caminho desde a raiz da arvore semantica até o né N em questao
falsifica ao menos uma das clausulas de S. Os noés desdobrados apds o n6 de falha

sao ignorados, isto é, sao podados da arvore diminuindo a altura daquele ramo.

Definigao 4.16 [Arvore Semantica Fechada] Uma arvore seméntica é dita ser fe-

chada se e somente se todos os ramos da arvore se encerram em nds de falha.

Definicao 4.17 [N6 de Inferéncia] Um né N de uma &arvore semantica fechada é
chamado de né de inferéncia se todos os nds descendentes imediatos de N sao nds

de falha.

Neste sentido, retornando ao exemplo da Figura|4.2| cujo conjunto de clausulas
¢S ={-P(x)VQx),P(f(y), Q(f(y)} pode-se concluir que a arvore da Figura
4.2(b) corresponde a sua arvore semantica fechada. A descrigao do processo de poda,

viabilizado pela identificagao dos nés de falha é detalhado a seguir.

De modo a facilitar que o leitor acompanhe o processo de poda da arvore,
as cldusulas de S serdo chamadas de C1, C2 e C3, onde C1 = =P(z) V Q(z),
C2=P(f(y)) eC3=-Q(f(y)). Além disto, observe que os nés da arvore semantica
(ver Figura encontram-se numerados segundo um percurso em nivel. As im-
plementagoes de provadores automaticos de teoremas nao utilizam necessariamente

este percurso. Nos o fazemos apenas por uma questao didatica.

e Caminho 0—1: P(a) = 1 nado torna falsa nenhuma das clausulas. O valor ver-
dade deste caminho pode vir a tornar a clausula C1 falsa, mas isto dependera

de Q(x). Nada pode ser afirmado sobre as demais clausulas.
e Caminho 0 — 2: P(a) = 0 nao torna falsa nenhuma das clausulas.
e Caminho 0—1—3: P(a) = 1, Q(a) = 1 ndo torna falsa nenhuma das cldusulas.

e Caminho 0 — 1 —4: P(a) =1, Q(a) = 0 falsifica a clausula C1, logo trata-se

de um né de falha. Os demais desdobramentos deste nd sao removidos.

e Caminho 0—2—5: P(a) =0, Q(a) = 1 nao torna falsa nenhuma das clausulas.
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e Caminho 0—2—6: P(a) =0, Q(a) = 0 ndo torna falsa nenhuma das cldusulas.

e Caminho 0 —1—-3—7: P(a) =1, Q(a) = 1, P(f(a)) = 1 ndo torna falsa
nenhuma das clausulas. Chama-se a atencao para o inicio da utilizagao do
elemento de H,, chamado de f(a). Isto significa que, a partir deste ponto,

devem ser consideradas todas as substitui¢oes envolvendo a e f(a).

e Caminho 0 —1—-3—-8: P(a) =1, Q(a) =1, P(f(a)) = 0 falsifica a cldusula
C2, logo trata-se de um no de falha.

e Caminho 0 —2 —5—11: P(a) = 0, Q(a) = 1, P(f(a)) = 1 ndo provocam
nenhuma falsidade quando procedemos a substituicao de © = a e y = a.
Entretanto, a substituigdo de f(y) = a falsifica a clausula C2, de onde se

conclui que trata-se de um né de falha.

e Caminho 0 —2—5—12: P(a) =0, Q(a) =1, P(f(a)) = 0 falsifica a cldusula

C2, logo trata-se de um né de falha.

e Caminho 0 —2 —6 —13: P(a) = 0, Q(a) = 0, P(f(a)) = 1 ndo provocam
nenhuma falsidade quando procedemos a substituicao de © = a e y = a.
Entretanto, a substituigdo de f(y) = a falsifica a cldusula C2, de onde se

conclui que trata-se de um né de falha.

e Caminho 0 —2—6—14: P(a) =0, Q(a) =0, P(f(a)) = 0 falsifica a clausula

C2, logo trata-se de um no de falha.

e Caminho0—1—-3—-7—-15: P(a) =1, Q(a) =1, P(f(a)) =1, Q(f(a)) =1

falsifica a clausula C'3, logo trata-se de um né de falha.

e Caminho 0 —1—-3—-7—-16: P(a) =1, Q(a) =1, P(f(a)) =1, Q(f(a)) =0
nao provocam nenhuma falsidade quando procedemos a substituicao de x = a
e y = a. Entretanto, a substituigdo de f(y) = a falsifica a clausula C3, de

onde se conclui que trata-se de um no de falha.

Teorema 4.3 [Teorema de Herbrand] Um conjunto de clausulas S ¢é insatisfativel
se e somente se para sua arvore semantica completa existe uma arvore semantica

fechada finita.
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Deste modo, um conjunto de clausulas S ¢ insatisfativel se existe um con-
junto finito de instancias de S que é insatisfativel. Sob esta dtica, o conjunto
S = {-P(z)VQx),P(f(y),Q(f(y))}, cujas arvores semanticas foram ilustra-
das na Figura ¢ insatisfativel. O teorema, do modo como ¢é colocado, sugere a
implementagao proposta no Algoritmo 4.2}

Data: Conjunto de clausulas S

Result: S é satisfativel, ou insatisfativel

B = (;

while B ¢ satisfativel do

b = nova — instancia(S);
B = BU{b};

end
Algoritmo 4.2: Algoritmo imediato para a implementacao do Teorema de Her-

brand

Observe que este algoritmo nao garante sempre obter uma resposta dado que
o loop somente se encerra no momento em que B passa a apresenta um conjunto de
clausulas insatisfativeis. Neste sentido torna-se importante definir uma estratégia
de producao de clausulas capazes de abreviar a execucao do programa. Entre estas
estratégias pode-se destacar como mais significativas o método de Gilmore [66], o
método de Davis-Putman [67] e finalmente o método da resolu¢ao de Robinson

64, [67].

4.7 O Principio da Resolucao

O Teorema de Herbrand permite decidir se um conjunto de cldusulas dadas
é insatisfativel. Porém, como a arvore semantica cresce exponencialmente, depen-
dendo das clausulas em questao, a quantidade de elementos envolvidos pode superar
a capacidade de armazenamento dos maiores computadores existentes, o que a torna

impraticavel.

Para evitar esta excessiva geracao de elementos, Robinson estabeleceu em
1965 outro algoritmo que pode ser aplicado diretamente sobre qualquer conjunto S

de clausulas para verificar sua insatisfabilidade. Sua idéia essencial é verificar se .S
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