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Figura 1.3: Esquema ilustrativo da Tese de Church-Turing.

1.2 Tese de Church-Turing

A Tese de Church, ou hipótese de Church-Turing, ilustrada na Figura 1.3,

não é um teorema mas sim um resultado epistêmico cuja aceitação é quase universal.

O conceito intuitivo de computável é identificado com uma certa classe de funções

aritméticas chamadas funções recursivas, cuja caracterização é um dos objetivos

deste livro.

O leitor pode pensar que se a hipótese não pode ter sua veracidade com-

provada de forma direta, então talvez ela possa ser refutada. Assim, para negar

a tese basta encontrar um procedimento que não pudesse demonstradamente ser

computado por uma Máquina de Turing. Até o presente momento isto não ocorreu,

e ainda, em virtude do grande número de dados experimentais favoráveis, esta tese

tem sido aceita pelos estudiosos do assunto. Além disto, as diversas tentativas in-

dependentes de formalizar o conceito de algoritmo resultaram em formalismos que

podem ser demonstrados como equivalentes ao de Turing.

Neste sentido, a Tese de Church é uma hipótese sobre a natureza mecânica do

ato de calcular, relacionando-se diretamente com o computador, e com os tipos de

algoritmos eles podem executar. Assim, toda função considerada sistematizável pode

ser computada por uma Maquina de Turing. Programas podem ser traduzidos em

uma Máquina de Turing, bem como, qualquer Máquina de Turing pode ser traduzida

para uma linguagem de programação. Conseqüentemente, qualquer linguagem de
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programação de propósito geral é suficiente para expressar qualquer algoritmo, seja

ele qual for.

Até o presente, ninguém foi capaz de produzir um modelo computacional

que tenha maior poder que o de Turing. Trata-se de um modelo mais geral que os

computadores atuais, pois não é limitado por questões restritivas como espaço de

armazenamento e memória.

Uma conseqüência positiva da Tese de Church é que se o ser humano con-

segue resolver um determinado problema, de forma consciente, sem adivinhação

ou mı́mica, então é posśıvel construir uma máquina que também o resolva. Uma

aplicação prática disto é o campo de estudo conhecido como Inteligência Artificial 1.

O lado negativo é que os problemas que não podem ser resolvidos pela Máquina de

Turing, também não serão resolvidos exclusivamente pelo racioćınio humano. Desta

forma, existem problemas que possuem soluções, mas que nunca serão encontradas

através do racioćınio humano.

Gödel trabalhou muito tempo com questões filosóficas relativas ao contraste

entre mentes e máquinas [9]. Para ele a mente humana é incapaz de mecanizar

todas as intuições matemáticas, fato este que poderia ser chamado de incompletude

da Matemática, intimamente relacionado com o problema da incompletude. Outro

resultado afirma que, ou a mente humana consegue ultrapassar qualquer máquina

ou, então, existem questões da teoria dos números que são indecid́ıveis para a mente

humana. Entretanto, Gödel, assim como Hilbert, se recusava a admitir o compor-

tamento absolutamente irracional, de acordo com o qual a mente seria capaz de

formular questões que, pela sua própria natureza, lhe seja imposśıvel responder.

1O termo Inteligência Artificial é um nome brilhantemente criado por McCarthy em 1956 para

chamar a atenção de investidores para aquela área de conhecimento. McCarthy disse que tratava-

se da capacidade de uma máquina de realizar funções que se fossem realizadas pelo ser humano

seriam consideradas inteligentes. Ora, se a máquina consegue desempenhar essa tarefa, é porque

esta mesma é sistemática, e por definição nunca pode ser dita inteligente. Contudo, apesar deste

cheque-mate à respeitabilidade [8] o termo é um bom nome para vender a idéias para o público

leigo.
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1.3 Teoremas de Gödel

Em 1931, Gödel2 tornou públicos seus teoremas relacionados com a inde-

cidibilidade e incompletude da matemática. Estes teoremas se contrapunham ao

otimismo cient́ıfico dominante da época que acreditava poder resumir toda a ma-

temática, e até mesmo outras ciências naturais, em um único sistema formal livre de

contradições. Seus teoremas delinearam novos contornos ao domı́nio da matemática

e influenciam não só as ciências correlatas, como a computação, mas também outros

campos do conhecimento humano, como a filosofia.

No fim do século XIX e ińıcio do século XX a matemática era profunda-

mente influenciada pelas idéias do matemático alemão David Hilbert (1862-1943)

pertencente a uma escola chamada formalista que atuou ao longo de todo o século

XX. Em 1900, durante o Congresso Internacional de Matemáticos, realizado em Pa-

ris, ele propôs uma coleção de vinte e três problemas inconclusos que direcionaram

grande parte da pesquisa matemática no decorrer do século XX, alguns destes pro-

blemas ainda hoje não são resolvidos, e outros o foram apenas parcialmente. Em

1920, ele sugeriu explicitamente uma linha de pesquisa na qual se defendia que os

desenvolvimentos destes problemas aconteceriam a partir de uma amostra finita de

proposições, devidamente selecionadas, chamadas axiomas. Além disto, tal sistema

axiomático provavelmente seria consistente, ou seja, livre de contradições. A partir

destes axiomas, os formalistas, seguidores de Hilbert, acreditavam ser posśıvel de-

senvolver uma teoria única que contemplasse toda a matemática de forma a torná-la

completa.

Ora, a matemática é amplamente utilizada para formalizar a modelagem de

2Kurt Gödel (1906-1978), conhecido como senhor “Por que?”, nasceu em Brno, atualmente

República Tcheca. Ainda na infância sofre um ataque de febre reumática, o que lhe debilitou

f́ısico e psicologicamente tornando-o hipocondŕıaco durante toda a vida. Em 1939, foi inclúıdo na

lista negra nazista talvez por ser intelectual, talvez devido ao seu ćırculo de amizades com judeus,

talvez por fazer parte do Ćırculo de Viena, e assim sendo fugiu para a Universidade de Princeton

nos Estados Unidos da América. Não era uma pessoa muito sociável e cultivou poucas relações de

amizade, entre elas a de Albert Einstein com quem trabalhou na Teoria da Relatividade. Com o

passar dos anos, sua hipocondria foi piorando, até que morreu de fome no hospital de Princeton,

ocasião em que se convenceu de que o estavam envenenando pela alimentação.

10



fenômenos da natureza. Sob esta ótica, o otimismo cient́ıfico apontava para a possi-

bilidade de modelagem de todos os problemas, inclusive daqueles relativos às ciências

naturais. Além disto, Hilbert defendia também, que um problema matemático deve-

ria admitir obrigatoriamente uma solução exata, seja ela de forma direta ou através

da demonstração de sua impossibilidade de resolução. Esta caracteŕıstica de singula-

ridade de uma solução passou a ser conhecida como decidibilidade de um problema.

Quando se afirma que uma proposição é verdadeira ou falsa, está-se enunciando um

dos prinćıpios da lógica clássica (lógica de predicados de primeira ordem). Trata-se

do prinćıpio do terceiro exclúıdo (tertium non datur) pois tal proposição não é ao

mesmo tempo verdadeira e falsa, tampouco nem verdadeira, nem falsa. Informal-

mente tem-se: “O que é, é, o que não é, não é, e não há uma terceira opção”.

Entretanto, a decidibilidade se contrapõe à existência de paradoxos que são

facilmente criados, como por exemplo, a seguinte sentença: “Esta afirmação é falsa”.

É fácil perceber que os seguidores de Hilbert claramente enfrentaram dificuldades

para construir uma matemática livre de contradições, decid́ıvel, completa e consis-

tente. Neste sentido, torna-se importante compreender algumas definições de termos

comuns a este assunto.

Definição 1.1 Um conjunto de enunciados verdadeiros, selecionados para serem

axiomas de um sistema qualquer, é dito completo se é posśıvel obter novamente,

através de demonstrações, todos os enunciados verdadeiros do objeto de estudo que

se propõe axiomatizar.

Definição 1.2 Um sistema axiomático é consistente se não é posśıvel provar, a

partir dos axiomas, uma contradição, isto é, um enunciado e sua negação.

Definição 1.3 Uma classe de enunciados que não podem ser demonstrados nem

refutados dentro de um sistema axiomático é chamada de indecid́ıveis. Se em um

sistema axiomático existe algum problema indecid́ıvel, então este sistema é incom-

pleto.

Uma etapa importante da axiomatização da matemática proposta por Hil-

bert foi realizada pelo matemático italiano Gioseppe Piano (1858-1932), em 1889.
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Apesar de outros matemáticos terem apresentado anteriormente3 tais sistemas de

axiomatização foi Peano que conseguiu fazê-lo através de uma meta-linguagem de

primeira ordem, ou seja, através de uma linguagem onde aparecem apenas predica-

dos e proposições aplicados a objetos. Um exemplo é a definição de identidade feita

através de duas propriedades de relacionamento:

- a = a (reflexão); (a = b) → (b = a) (simetria); (a = b ∧ b = c) → a = c

(transitividade)

- a = b→ ϕ(a) = ϕ(b) (se a igual a b, b possuirá a mesma propriedade de a)

A principal caracteŕıstica da aritimética de Peano é a definição de sucessor.

Através dela, os seguintes axiomas apresentam as propriedades fundamentais dos

números naturais N.

1. ¬suc(x) = 0: O 0 não é sucessor de nenhum número natural;

2. suc(x) = suc(y) → x = y: Se dois números naturais x e y têm o mesmo

sucessor então eles são iguais;

3. [p(0) ∧ (∀x) (p(x) → p(suc(x)))] → (∀x1), p(x1): Trata-se do prinćıpio da

indução matemática (que será explorado mais profundamente na seção 2.6),

isto é, se a propriedade é válida para o elemento inicial e a sentença “se a pro-

priedade p é verdadeira para um número x, então ela ela também é verdadeira

para o sucessor”.

A fim de construir um sistema formal que demonstra a existência de teoremas

indecid́ıveis, Gödel criou uma linguagem estritamente numérica4 associando os sinais

primitivos da aritmética de Peano a números naturais primos.

3Em 1888, Dedekind apresentou uma axiomatização similar à apresentada por Peano um ano

depois. Entretanto, Ao contrário de Peano, Dedekind usa uma linguagem de segunda ordem, onde

expressões fazem referência a outras expressões e não apenas objetos.

4O processo consiste em traduzir o enunciado da meta-linguagem de Peano para a linguagem-

objeto da aritmética e por isso é notadamente denominado aritmetização [10]
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O problema a seguir, conhecido como quebra-cabeça godeliano, proveniente

de Raymond Smullyan [11], expressa a idéia geral do teorema de Gödel. Suponha

a existência de uma máquina que imprime setenças, ou cadeias, compostas pelos

śımbolos

¬, P,N

As sentenças que a máquina é capaz de imprimir estão em uma das quatro formas

a seguir:

- PX

- PNX

- ¬PX

- ¬PNX

onde X é uma cadeia qualquer.

A máquina que questão segue as seguintes regras:

1. PX é verdadeiro ⇔ a máquina imprime X;

2. PNX é verdadeiro ⇔ a máquina imprime XX;

3. ¬PX é verdadeiro ⇔ a máquina não imprime X;

4. ¬PNX é verdadeiro ⇔ a máquina não imprime XX;

5. ¬X é a negação de X. Para todas as cadeias X, ou elas são verdadeiras, ou

sua negação é verdadeira;

6. Todas as sentenças impressas pela máquina são verdadeiras;

7. A máquina nunca imprime sentenças falsas.

Este tipo de construção é um caso de auto-referência: o programa imprime

sentenças que definem o que o programa pode e não pode imprimir, portanto o

programa descreve seu próprio comportamento. Seja um program deste tipo, que
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imprime apenas sentenças verdadeiras sobre si mesmo. É posśıvel que o programa

seja capaz de imprimir todas as sentenças verdadeiras?

Considere a combinação ¬PN¬PN , e suponha que a máquina imprime esta

cadeia. Utilizando a regra 2, e assumindo X = ¬PN , tem-se que é verdadeira

a sentença ¬PN¬PN ≡ ¬PNX ⇔ ¬XX. Desfazendo a substituição, obtém-se

¬XX ≡ ¬¬PN¬PN ≡ PN¬PN é verdadeiro porque a hipótese era que a máquina

imprime a sentença ¬PN¬PN . Além disto, pela regra 5, a negação de PN¬PN ,

isto é, ¬PN¬PN é falsa. Ora, pela regra 7, a máquina nunca imprime sentenças

falsas, então ela não deveria imprimir ¬PN¬PN . Assim, a suposição de que a

máquina imprime ¬PN¬PN está incorreta.

Desta forma, supõem-se então que a máquina não imprime ¬PN¬PN . En-

tretanto, se essa impressão não ocorre, e tomando a regra 4, tem-se que ¬PNX ≡

verdadeiro. Por substituição X = ¬PN , tem-se ¬PN¬PN ≡ verdadeiro também.

Assim, ¬PN¬PN é verdadeira, mas a máquina não imprime a sentença. Assim, a

suposição de que a máquina não imprime ¬PN¬PN está incorreta. Logo, tem-se

duas hipóteses:

• a sentença é imprimı́vel, mas ela é falsa, o que configura uma contradição, pois

o programa só imprime sentenças verdadeiras;

• a sentença é verdadeira, mas ela não imprimı́vel, o que fere o propósito da

máquina.

A analogia entre este enigma e o teorema da incompletude está no paralelo

entre um programa que imprime cadeias verdadeira e um sistema formal que gera

teoremas verdadeiros.

O artigo original de Gödel pode ser encontrado em [12]. Na primeira seção

daquele artigo, o esboço da demonstração indica claramente a conseqüência final do

teorema e o caminho a ser tomado para chegar a ela. No entanto, são necessárias

dezenas de definições e teoremas para completar rigorosamente a prova. À luz

da Tese de Church, pode-se dispensar o arcabouço formal e apresentar apenas a

genialidade da idéia global.
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O prinćıpio fundamental é o de auto-referência: Gödel parte do sistema for-

mal para a aritmética, definido em Principia Mathematica (PM) [13], e “reescreve-

o”utilizando a linguagem dos números naturais. Este processo de aritmetização

permite que os conceitos e as propriedades daquele sistema formal sejam transfor-

mados em conceitos e propriedades sobre os números naturais.

Em suma, a aritmetização de Gödel é um mapeamento entre os elementos do

sistema formal e os números naturais. A seguir , apresenta-se uma pequena variação

do mapeamento original utilizado po Gödel, encontrado em Nagel and Newman

[14]. Inicialmente, tem-se os śımbolos do sistema formal, na tabela a seguir. A

correspondência é feita com os 7 primeiros números ı́mpares.

śımbolo significado número

¬ negação 1

→ se-então 3

∃ existe 5

0 zero 7

suc função sucessor 9

( abre parêntese - separador 11

) fecha parêntese - separador 13

Considera-se também a existência de 3 tipos de variáveis: (1) x1, x2, · · · que

podem ser substitúıdas por números; (2) α1, α2, · · · que podem ser substitúıdas por

fórmulas; e (3) P1, P2, · · · que podem ser substitúıdas por predicados. A numeração

das variáveis é como mostra a tabela a seguir.

variável número exemplo

xi i-ésimo primo > 13 17, 19, 23, 29 · · ·

αi i-ésimo primo > 13 ao quadrado 172, 192, 232, 292, · · ·

Pi i-ésimo primo > 13 ao cubo 173, 193, 233, 293, · · ·

O número de Gödel de uma expressão de k śımbolos é o produto dos k
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primeiros primos elevados aos números de Gödel de seus constituintes. Por exemplo:

¬ α1

↓ ↓

1 172

21 × 3172

ou ainda, o exemplo:

P1 ( suc ( x1 ) )

↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓

173 11 9 11 17 13 13

2173 × 311 × 59 × 711 × 1117 × 1313 × 1713

O número de Gödel de uma seqüência de k expressões é o produto dos k

primeiros primos elevados aos números de Gödel de cada expressão. Por exemplo,

se n = 21 × 3172 e m = 2173 × 311 × 59 × 711 × 1117 × 1313 × 1713 então o número de

Gödel da sequência ¬α1, P1(s(x1)) é 2n × 3m.

A aritimetização das seqüências de fórmulas pode ser aplicada a qualquer

seqüência finita de fórmulas, especialmente nas demonstrações axiomáticas, cujas de-

finições são obtidas por indução. Embora Gödel objetivasse demonstrar a relação de

consistência através da aritmética de Peano, Guerreiro [10] ressalta que tal método

permite que qualquer linguagem seja reproduzida de maneira semelhante, especial-

mente as linguagens de programação.

Além do fato que um número de Gödel representar apenas um śımbolo ou

fórmula, outra caracteŕıstica importante desse método é o fato de que qualquer

número de Gödel pode ser revertido novamente na fórmula ou śımbolo original,

bastando para isso decompor esse número em números primos.

Como será observado a seguir, a tabela de substituição proposta por Gödel

em [15] é suficiente para tradução de axiomas da aritmética de Peano. Mais tarde,

Stephen Cole Kleene, um dos alunos de Gödel em seu curso apresentado na Univer-

sidade de Princeton em 1934, desenvolveria a teoria das funções recursivas (objeto

de estudo no Caṕıtulo 3) propondo um conjunto de funções iniciais e um conjunto

de construtores de funções que podem ser encadeados, traduzindo assim qualquer

função computável [16].
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A primeira vista, pode parecer que a associação é insuficiente para um algo-

ritmo completo ou mesmo para traduzir os axiomas da aritmética de Peano. Até

mesmo por isso, foi acrescentada a associação com primos maiores que 13 para ob-

ter os exemplos já expostos. Gödel sobrepõe estas dificuldades através do conceito

de funções recursivas primitivas (ver Caṕıtulo 3) onde, uma vez definidas funções

muito simples e estabelecendo algumas regras, é posśıvel derivar qualquer função

que possua um número finito de etapas.

Kleene amplia esse resultado, afirmando que uma função (ou programa) é

computável se puder ser obtida a partir de algumas funções básicas e da definição de

alguns construtores, ou seja, ele define o que se pode processar por um computador.

Embora esse resultado seja eminentemente teórico [16], o trabalho necessário para

verificar a computabilidade de funções é muito simples.

Como estes modelos de computação serão estudados nos próximos caṕıtulos,

o foco no momento será o processo de Gödel. Para reconhecer uma expressão, dado

seu número de Gödel n, basta observar certas regras, como:

1. se n ≤ 13 é ı́mpar, a expressão é um śımbolo;

2. se n > 13 é ı́mpar e é potência de um número primo, a expressão é uma

variável;

3. se n é par, decompondo-se n em fatores primos:

(a) se for o produto de primos sucessivos com expoentes ı́mpares, então po-

tencialmente é uma fórmula;

(b) se for o produto de primos sucessivos com expoentes pares, então poten-

cialmente é uma seqüência de mais de uma fórmula.

Outras condições devem ser observadas para que um natural seja número

de Gödel para uma fórmula. Por exemplo, 30 = 21 × 31 × 51 corresponde a ¬¬¬,

que não é uma fórmula no sistema formal pretendido. De qualquer modo, o leitor

pode imaginar como construir um programa que enumere/reconheça fórmulas de

um sistema formal com os śımbolos apresentados, segundo esta aritmetização.
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Para aritmetizar o conceito de derivável por Modus Ponens, observe o exem-

plo:

fórmula número

P2(x1)→ P1(x1) 2193×311×517×713×113×13173×1711×1919×2313

P2(x1) 2193 × 311 × 517 × 713

P1(x1) 2173 × 311 × 519 × 713

O número da segunda premissa é o produto dos 4 fatores primos iniciais da

primeira premissa. Os expoentes da conclusão são os mesmos dos fatores primos da

primeira premissa, após o fator 113 correspondente ao śımbolo →. Novamente, o

leitor deve imaginar como construir um programa que aplique Modus Ponens sobre

dois números de Gödel. Este programa computa a função caracteŕıstica da relação

DerivávelPorMP(x,y,z).

Para aritmetizar a regra de substituição de uma variável por um termo, ob-

serve o exemplo:

fórmula número

P1(x1) 2173 × 311 × 517 × 713

suc(0) 29 × 311 × 57 × 713

P1(suc(0)) 2173 × 311 × 59 × 711 × 117 × 1313 × 1713

Há, de fato, uma substituição do fator 517 correspondente ao x1, com a in-

serção dos expoentes do número de suc(0) aplicados aos primos a partir do 5, e

os expoentes dos fatores à direita do 517 foram deslocados para primos após o

13. O programa assim descrito computa a função caracteŕıstica da relação De-

rivávelPorSUB(x,y).

Extrapolando estas observações, Gödel criou predicados aritméticos para con-

ceitos tais como SerFórmula, SerAxioma, SerTeorema, todos eles conjuntos recursi-

vos. Para chegar ao ponto crucial do teorema, foram utilizados, especialmente:

1. a função sub(y, 17, y), que calcula o número de Gödel da fórmula obtida a

partir da fórmula de número y (P1(x1)), pela substituição da variável x1 por
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y novamente. Por exemplo:

sub( 2173×311×517×713 , 17 , 2173×311×519×713 )

↓ ↓ ↓

P1(x1) x1 2173 × 311 × 517 × 713

é o número de Gödel de P1(2173 × 311 × 517 × 713), isto é, P1(P1(x1)).

2. o predicado ÉProvaPara(y, z) que representa que a seqüência de fórmulas de

número de Gödel y é uma dedução para a fórmula de número de Gödel z.

Considere então a fórmula:

¬∃x2ÉProvaPara(x2, x3) · · · (G0)

que diz, essencialmente, “não existe uma dedução para a fórmula de número de

Gödel x3”. Substituindo x3 por sub(x1, 17, x1) temos

¬∃x2ÉProvaPara(x2, sub(x1, 17, x1)) · · · (G1)

que diz, essencialmente, “não existe uma dedução para a fórmula de número de

Gödel sub(x1, 17, x1)”. Em seguida, seja n o número de Gödel de (G1). Portanto, o

valor de sub(n, 17, n) é o número de Gödel de

¬∃x2ÉProvaPara(x2, sub(n, 17, n)) · · · (G)

que diz, essencialmente, “não existe uma dedução para (G)”.

Analisando o conteúdo da fórmula (G), temos duas possibilidades:

1. se existe uma dedução no sistema formal da aritmética para (G), então é

posśıvel deduzir uma contradição dentro do sistema;

2. se não existe uma dedução para (G) então (G) é verdadeira, porém não é

posśıvel deduzir todas as verdades aritméticas dentro do sistema, já que (G)

não é dedut́ıvel.

Diante desta situação, Gödel se viu numa situação delicada em que era ne-

cessário fazer uma escolha: (1) ou que existem enunciados verdadeiros que não po-

dem ser demonstrados; (2) ou que existem demonstrações podem provar a afirmação
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e a negação de um mesmo enunciado. Sob esta ótica, Gödel foi obrigado a postular

os Teoremas da Incompletude e da Consistência, descritos a seguir.

Teorema 1.1 [Teorema da Incompletude] Todo sistema axiomático consistente e

recursivo para a aritmética possui enunciados indecid́ıveis. Em particular, se os axi-

omas do sistema são enunciados verdadeiros, pode existir um enunciado verdadeiro

que não é demonstrável dentro deste sistema.

Teorema 1.2 [Teorema da Consistência] Um enunciado que expressa a consistência

de um sistema axiomático recursivo para a aritmética não é demonstrável dentro

deste sistema.

Após este trabalho, vários matemáticos e filósofos avançaram sobre os teore-

mas ampliando suas implicações para matemática (Alfred Tarski, 1902-1983; Paul

Cohen, 1934-2007; John Rosse, 1907-1989), para a informática (Johann Von Neu-

mann, 1903-1952; Alonzo Church, 1903-1995; Alan Turing, 1912-1954; Joseph Ber-

nard Kruskal, 1928-2010) e para a filosofia (Hao Wang, 1921-1995), tais como:

• Nenhum programa de computador pode demonstrar todas as proposições ver-

dadeiras da matemática. Uma vez que a recursividade corresponde a um

dos paradigmas da Computabilidade (Tese de Church-Turing) é natural que

a Ciência da Computação assuma que existem enunciados que não podem ser

provados ou refutados, e ainda, que o prinćıpio de bivalência do valor verdade

deve ser rejeitado;

• Nenhuma programa de computador pode ser, ao mesmo tempo, não contra-

ditório e completo;

• Não existe programa capaz de verificar, de antemão, a presença de laços infini-

tos em um programa, isto é, não existe um algoritmo que pode ser aplicado a

qualquer programa arbitrário, com uma entrada, para decidir se este programa

para ou não com a dada entrada.

A imediata recepção pelos matemáticos da época à apresentação dos teore-
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mas de Gödel 5 foi cautelosa. Essa cautela se justificava pela divergência não só

aos resultados matemáticos apresentados na mesma época, mas também ao dire-

cionamento “hilbertiano”que os trabalhos tomavam em geral. Um claro exemplo

pode ser encontrado na citação que Hilbert realizou apenas dois dias depois no

mesmo congresso (ainda ignorante aos resultados alcançados por Gödel): “Para o

matemático, não existe ignorabinus (ignoraremos) e, na minha opinião, o mesmo

vale para as ciências naturais. A verdadeira razão porque ainda não conseguimos

encontrar um problema insolúvel reside, segundo creio, no fato deles não existirem.

(...)”, conforme Guerreiro [10].

Essa multiplicidade de implicações que torna o trabalho de Gödel atrativo

a matemáticos e leigos. Como se pode verificar em Kubrusly [17] e Guerreiro [10]

seus teoremas inspiram as mais diversas conclusões, enveredando até a teologia, área

abordada matematicamente por Gödel no fim de sua vida. Contudo, é a “derrocada

da pretensa segurança”[10] da matemática o resultado geral que mais se sobressai

para ambos os grupos. O desenvolvimento da matemática e de ciências correlatas

como a informática, traduzem, de certa forma, o desenvolvimento do próprio pensa-

mento humano e, por isso, da própria humanidade. As demonstrações de Gödel em

1931 marcaram um momento de inflexão da matemática moderna, indo mais longe

que mera demonstração da falibilidade da disciplina: Gödel expande o domı́nio da

matemática promovendo uma nova abordagem através de sua lógica e sua reper-

cussão é claramente viśıvel nos dias de hoje através da informática.

1.4 Conclusões e leituras recomendadas

Sem dúvida, o mais conhecido e respeitado dos especialistas em Gödel é

Smullyan, cuja bibliografia sobre o tema de indecidibilidade é bastante extensa.

Entre seus livros encontram-se textos extremamente profundos como [11] e [18]; e

livros lúdicos, que ilustram o conceito através de enigmas e charadas, tais como

[19], [20]. Goldstein [21] também oferece um material didático e profundo sobre a

5Congresso sobre teoria do conhecimento nas ciências exatas (1931) realizado na cidade bohemia

de Königsberg, hoje Kaliningrado, anexada a Rússia após a II Guerra Mundial.
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prova de Gödel. O texto de Hofstadter [22] contém discussões sobre auto-referência,

comparando os trabalhos de Gödel na matemática, Escher nas artes plásticas e Bach

na música.

Especulações sobre o significado e as conseqüências do Teorema da Incom-

pletude, tanto em matemática como em filosofia são abundantes. Algumas destas

conseqüências são aceitas com restrições sérias, por parte da comunidade cient́ıfica,

e o próprio Gödel em trabalhos que só foram publicados após sua morte em Janeiro

de 1978 [23], discute exaustivamente questões que variam, desde o conceito de inte-

ligência até a possibilidade (na qual ele acreditava) da existência de Deus. Dentre

as obras que abordam o legado lógico-filosófico de Gödel recomenda-se fortemente a

coleção [24]. O texto Reflections on Kurt Gödel [25] contém uma excelente biografia

comentada pelo grande lógico Hao Wang.

1.5 Exerćıcios

1.1 Explique o que se entende por atividade inteligente e atividade computável.

1.2 Qual é a proposta da Tese de Church-Turing?

1.3 Calcule o número de Gödel associado à expressão P2(x1)→ α1.

1.4 Determine a expressão associado ao número de Gödel 37.968.750.
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[6] ISRAEL, D., “Reflections on Gödel’s and Gandy’s Reflection on Turing’s The-

sis”, Minds and Machines, v. 12, n. 2, pp. 181–201, 2002.

[7] SOBRINHO, J. Z., “Aspectos da Tese de Church-Turing”, Revista Matemática
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na Tradu çã o para o Racioćınio Computacional, Report, Universidade Federal

do Paraná, 2009.
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