Exemplo 5.14 Seja L(G) = {w = 0°1'2'|i > 0} e seja p o comprimento de bom-
beamento. Tomando w = 0P1P2P, |w| > p, divide-se w em cinco partes, isto é,
w = wvzyz. B necessario que |vay| < p, logo vay ndo pode conter 0 e 2 ao mesmo

tempo.

Supondo que o 0 ndo ocorra em vzy (o caso com o simbolo 2 é andlogo) e
fazendo i = 0, tem-se que o ntimero de 1’s e 2’s em wy = wv’zy’z = urz é menor
que 2p. Além disso, o nimero de 0’s em wy tem que ser p, logo wy ¢ L(G) e L nao

¢é livre de contexto.

Exemplo 5.15 Seja L(G) = {w = 0"10°10°|i > 1} e seja p o comprimento de bom-
beamento. Tomando w = 0P10P107, |w| > p, divide-se w em cinco partes, isto é,
w = wvzyz. E necessario que |vzy| < p e que |vy| > 0. Existe dois casos a serem

analisados: (1) quando vy nao possui 0’s; (2) quando vy possui pelo menos um 0.

No primeiro caso, se vy nao possui 0’s e |vy| > 0, entdao ou v = 1, ou y = 1.
Assumindo que v = 1 (para y = 1 a andlise é andloga), entdo o bombeamento

produziria 1’s contiguos, fazendo com que w ¢ L(G).

No segundo caso quando existe a0 menos um 0 em vy e |vzy| < p. Assim,
vy é pequeno demais para acomodar todos os trés agrupaentos de 0’s presentes em
0P10P10P. Assim, w = uv'xy°z = uxz possui pelo menos um bloco com p 0’s e pelo

menos um bloco com menos de p 0’s. Logo, uwz ¢ L(G).

5.7 Gramaticas Regulares

Na Secao foi definido que gramaticas regulares G =< X, L, A, R > sao
aquelas cujas regras de producao sao da forma A — a, a € TeAe Ne A —

aB, a € T e A B € N, além de possuirem as propriedades de gramaticas tipo 2.

Desta forma, pode-se contruir uma gramatica regular G3 =< X3, L3, A3, R3 >
obtida a partir da concatenacao das gramaticas G1 =< %1, L1, A1, R1 > e G2 =<
Yo, Lo, A2, Ro > tal que L(G3) = {abla € L(G1),b € L(G2)}. Nesta gramatica

tem-se que:
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- N3 =Ny UN,

-T3=TUT,

- As=A

- R3 construido da seguinte forma:

1. Se A— aB € Ry, entao A — aB € R3
2. Se A—ae€ Ry, entao A — aAy € Rs

3. Todas as producoes de R, estao em R3

Exemplo 5.16 Seja uma gramética Gy, com A; = {51} cujas regras de producao

sao dadas por:
Sl — 0A

Sl—>13
A—=1
B —2

e Gq, com Ay = {5} cujas regras de produgao sao dadas por:

SQ—>(I
SQ—>bC
SQ—>CLSQ

C—a

As linguagem produzidas por estas gramaticas sao L(G;) = {01,12} e L(Gs) =
{a,aa,aaa, ..., ba,aba,aaba,...}. A concatenacao L(G3) = L(G2).L(G3) resulta
em {0la,0laa,...,01ba,0laba,...,12a,12aa,...,12ba,12aba,...}. Para que isso

acontega, as regras de producao passam a ser:
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S; — 0A
S; — 1B
A— 155
B — 25,
So—a

Sy — bC
Sy — aSy

C—a

De modo anéalogo, pode-se contruir uma gramatica regular G3 =< Y3, L3, A3, R3 >
obtida a partir da uniao das gramaticas G1 =< 31, L1, A1, R1 > e G2 =< Xy, Lo, A3, Ry >
tal que L(G3) = L(G1) U L(G2) = {w|w € L(G1) Vw € L(G2)}. Nesta graméatica

tem-se que:

- N3 =N UNy,U A3
- I3 =TUT,

- A3 = {S3}, onde S35 é um novo simbolo nao terminal

R3 construido da seguinte forma:

1. Ry € R3 substituindo todos os S; do lado esquerdo da regra por S3

2. Ry € R3 substituindo todos os S5 do lado esquerdo da regra por Ss

3. Remove-se as producoes S — A

4. Somente se repetem as regras que contém Sy e S se estes simbolos apa-

recerem em algum momento no lado direito das producoes

Exemplo 5.17 Utilizando as gramaticas G; e G5 definidas no exemplo tem-se
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que G3 = G U G4 é dada por:
S — 0A

S—1B
A—1
B =2
S —a
S — bC
S — a5,
C—a
So — a
Sy — bC

SQ — CLSQ

Por fim, se for considerada a estrela de Kleene, tem-se que L* = {A} U L U
L.LUL.L.LU... isto ésew € L* entao w ¢é obtido a partir da concatenacao de zero
ou mais cadeias de L, algo parecido coma definicao de >*. Assim, o préximo passo
é definir uma gramatica G =< X, L, A, R > a partir de G1 =< ¥¢, L4, A1, R, > tal

que L(G) = L(G1)*. Nesta gramatica tem-se que:

—N:N1UA
—T:T1
- A= {5}

R construido da seguinte forma, com A, B # S:

1. SeSi >a€Rientao S > a€R
2. Se A—waB e Ry entao A - aB € R
3.SeA—vageRientdio A —vaSeReAdA—acR

4. S—-AeR

Exemplo 5.18 Seja L(G;) = {a"bc|n > 0} construida pelo seguinte conjunto de

producoes:
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S; — aS]
S1 — bA
A—=c
L(G) = L(G1)* é dada por:
S —aS
S — bA
A—cS
A—=c

S — A

Definicao 5.8 Um conjunto regular sobre um alfabeto finito > é construido da

seguinte forma:

1. O conjunto @ é um conjunto regular sobre o alfabeto X;
2. O conjunto {A} com a cadeia vazia é um conjunto regular sobre o alfabeto X;
3. O conjunto {c} com ¢ € 3 é um conjunto regular sobre o alfabeto ¥;

4. Se A e B sao conjuntos regulares sobre o alfabeto ¥ entao AU B, A.B e A*

sao conjuntos regulares sobre o alfabeto X:;

O modo de representacao de conjuntos regulares é conhecido como Expressao

Regular, e é definido como se segue.

Definicao 5.9 Uma expressao regular sobre um alfabeto finito 3 é definida como:

1. 0 é uma expressao regular denotando o conjunto regular (J;
2. A é uma expressao regular denotando o conjunto regular {A};
3. 0 é uma expressao regular denotando o conjunto regular {o};

4. Se a e b sao expressoes regulares denotando os conjuntos regulares A e B,
entdo (a + b) é uma expressao regular denotando AU B, (ab) é uma expressao

regular denotando A.B, e (a)* é uma expressao regular denotando A*ﬂ

5Na literatura, pode-se encontrar também a notacdo a® para denotar a expressao regular pp*,

porém esta notagao nao serd empregada neste livro.

189



Em alguns casos, quando nao ha ambiguidade, é possivel remover os parénteses.
Para isto é importante ter em mente que a ordem crescente de precedéncia (abrangéncia
do escopo) entre os operadores é x < . < +. Desta forma, a expressao (0 + (1(0%)))

pode ser reescrita como sendo 0 + 10*.

Exemplo 5.19 A seguir sao apresentados alguns significados de expressoes regula-

res:

1. ab denota a linguagem regular L(G) = {ab};
2. a* denota a linguagem regular L(G) = {A, 0, 00,000, ...};
3. (a+b) denota a linguagem regular L(G) = {a, b};

4. a*b* denota o conjunto de todas as cadeias de a’s seguidas de todas as cadeias

de V's e a cadeia nula;

5. (a*b*)* também denota o conjunto de todas as cadeias de da’s e b's, incluindo

a cadeia nula;

6. (a+b)* denota o conjunto de todas as cadeias de a's e V's, incluindo a cadeia

nula;

7. (a+b)*aab denota o conjunto de todas as cadeias de a’s e b's, terminando com

o string aab;

8. (a+0b)(d+O+O+M)* denota o conjunto de todas as cadeias de {&, O, O, #},

comegando com a ou b;

O processo de determinagao da gramatica correspondente a uma expressao
regular consiste em um problema de dividir para conquistar. Inicialmente divide-
se a expressao regular em fragmentos para os quais seja facilmente determinada a
gramatica associada. Em seguida, vai se construindo a expressao original, operador
por operador (+, ., %), e refletindo estas operagoes em operagoes entre graméaticas
(U, ., *, respectivamente). Por exemplo, seja a expressdo regular (01 + 2). Esta

expressao pode ser dividida em dois fragmentos, 01 e 2, cada qual com sua gramatica
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associada:

(01, +_2 )
Gy G2
—_———
G1UG

onde as regras destas gramaticas sao dadas por:

L(Gl) : Sl — 0A
A—=1
L(Gg) : 52 — 2

L(Gl) U L(GQ) S —=0A
A—1
S —2

Exemplo 5.20 Determine as regras de producao associadas a expressao regular
(0414 2)"

Para a determinacao desta gramatica, serao criados os fragmentos:

(G2
G1 G2 G3
G4 ,
N 5,5 /
Ge

onde as regras destas gramaticas sao dadas por:

L(Gy) : S1—0 L(Gs) : S5 —0
Sy — 1
L(Gy) : Sy —1 Sy — 2
L(G3) : S3—2 L(Gg) : S—08
S—=0
L(Gy) : S4—0 S =18
Sy — 1 S—=1
S =25
S —2
S—A
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Exemplo 5.21 Determine as regras de producao associadas a expressao regular
(00* + 1)2.

Para a determinacao desta gramatica, serao criados os fragmentos:

(00" +.1)2
—~ N =
G1  Go Gs3
——
Gs
Gs
G

onde as regras destas gramaticas sao dadas por:

L(Gy) : S1—0 L(Gg) : S¢—1
Se — 055
L(Gs) : Sy — 05, Sy — 055

Sy — A

L(G7) : S—18,
L(Gs) : S3—1 S — 0S5,
Sy — 0.5

L(Gy) @ Sy —2 Sy — 2

L(Gg,) : S5 — OSQ
SQ — OSQ
SQ — A

O processo inverso de determinacao de uma expressao regular a partir de um
conjunto de regras de uma gramatica envolve algumas operacoes de uma &algebra
chamada Algebra de Kleene. Assim, sejam «, 3,7 expressoes regulares, tem-se as

seguintes propriedades:

Lat+(f+7)=(a+p8)+y
2. a.(By) = (a.f)y

3. a+pB=0+a

4 ata=a

5. a.(f+7) = (a.f) + ()
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6. (B+7).a=(8.a)+ (y.a)
7. Na=a=al
8. a* =A+aa*

9. o = (A + )

Deste modo, para construir um expressao regular que denota L(G) a partir
de regras de produgao, deve-se inicialmente associar uma linguagem a cada regra
de producao. Por exemplo, as regras de producao a seguir seriam mapeadas pelas

seguintes linguagens:

S —aS ~ L(S)={a}.L(5)
S — bR ~ L(S)={b}.L(R)
R —aS ~ L(R)={a}.L(5)

Em seguida, realiza-se a uniao das linguagens com mesma simbologia, obtendo-

se:

L(S) = {a}.L(S)U{b}.L(R)
L(R) = {a}.L(5)
O passo seguinte ¢ uma simplificacao notacional que ja remete a notacao
das expressoes regulares. Os sinais de { } sdo omitidos, e cada linguagem L(z)

é substituida por uma varidvel X. Por fim, a operagao de U é substituida pela

operacgao regular homomorfica a mesma, isto é, +. Assim, tem-se:

S = aS+DbR
= aS

A etapa seguinte é realizar as substituicoes das expressoes a fim se compor
uma unica expressao. Neste momento, comega-se a aplicar a algebra de Kleene para

compor esta unica expressao. Neste caso, substituindo o valor de R e S tem-se:

S =aS+baS = (a+ba)S

Para prosseguir com o passo seguinte é importante observar uma propriedade

das expressoes denotativas de linguagens. Seja a expressao X = aX + [, estd
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associada as regras de producao:

X = p
X = aX

que produz a linguagem L(X) = {5, af,aaf, acap,...} = a*f. Esta observacao
permite concluir que X = a X+ por ser substituido por X = o*f3. Esta propriedade

é conhecida como lema de Arden.

Lema 5.2 [Lema de Arden| Sejam A e B linguagens de um alfabeto ¥, A ¢ A
e uma linguagem X descrita por ela mesma. O subconjunto de ¥X* que satisfaz

X=AX+BéX=A"B.

Desta forma, voltando a expressao S = (a + ba)S, e tomando o = (a + ba)
e B = A, tem-se que S = aS+ = o = (a + ba)*A = (a + ba)*. Como o
simbolo S é o simbolo inicial da gramatica G, tem-se que L(G) = L(S). Portanto,

L(G) = (a+ ba)*.

De forma andloga ao que aconteceu na secao [5.6[, algumas vezes é necessario
ser capaz de avaliar se uma linguagem nao ¢ regular. Nesta secao sera utilizado nova-
mente o pumping lemma (lema do bombeamento) para a execucao desta atividade,

desta vez adaptado para linguagens regulares.

Lema 5.3 [Pumping Lemma para Liguagens Regulares| Se L(G) é uma linguagem
regular, entdo existe uma valor p (pumping length) onde, w € L(G), com |w| > p,

entao w pode ser dividido em trés partes w = xyz satisfazendo as condigoes:
(a) parai >0, 2y'z € L(GQ)

(b) [yl >0

(c) eyl <p

As regras em uma gramatica regular a direita sao do tipo A — aB, onde
A,B € N ea €T (para graméticas regulares a esquerda o raciocinio é andlogo).
Assim, para produzir uma cadeia w, com |w| > p sdo necessarias p derivagoes. Seja

#(R) o nimero de regras existentes em G e assuma o comprimento de bombeamento
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dado por p = #(R)+1. Desta forma, para produzir w com |w| > p serdo necessérias
ao menos p derivagoes, isto é, pelo menos #(R)+1 derivagoes. Ora, se existem #(R)

regras em (G é porque ao menos uma regra R foi repetida (pigeonhole principle).

A derivacao de w, com a regra R sendo repetida, é realizada como se segue:

R R
Wy =S W = W = W = W = Wy

>

P W z
Assim, a cadeia que pode ser repetida fica cercada por duas outras cadeias,
produzindo a condigao (a), zy'z, i > 0. A condigao (b) é facilmente satisfeita uma
vez que j # k e portanto |y| > 0. Além disso, como wy, é a cadeia imediatamente
antes da regra R ser aplicada novamente, tem-se que |wy| = |zy| < #(R) + 1, ou

seja, |zy| < p, atendendo a condigao (c).

Exemplo 5.22 Seja L(G) = {w = 0"1"|n > 0} e tomando o comprimento de bo-
meamento p, tem-se que w = 0P1” e |w| > p. Dividindo w em trés partes xyz, tem-se
que considerar trés hipdteses distintas sobre y: (1) y s6 possui 0’s; (2) y s6 possui

1I’s; (3) y possui 0’s e 1’s.

No primeiro caso onde y s6 possui 0’s, entao x também sé possui 0’s. Desta
forma xy*z tem que possuir mais 0’s do que 1’s, e portanto, zy*z ¢ L(G). O caso

onde y s6 possui 1’s é analoga a situagao ora descrita.

No caso em que y possui 0’s e 1’s, entdo zy?z vai possuir uma seqiiéncia

011%0"1%, com j > 0 e k > 0. Logo zy?z ¢ L(G).

Exemplo 5.23 Seja L(G) = {w = 0'17|i > j} e tomando o comprimento de bome-
amento p, pode-se escolher w = 0P*117 e |w| > p. Em seguida, divide-se w em trés
partes xyz. Como uma das condi¢oes do pumping lemma é que |zy| < p, tem-se
que y é composto somente por 0’s. Fazendo o bombeamento de y tem-se que a
cadeia zy?z também possuira mais 0’s do que 1’s, o que em principio nao contradiz

a linguagem L(G).

Contudo xy'z € L(G), até mesmo para i = 0. Assim, fazendo wy = 23’z =
xz se reduz a quantidade de 0’s em wy. Lembrando que w possui apenas um 0 a

mais que 1, entdo xz nao pode ter mais 0’s que 1’s, e portanto wy ¢ L(G).
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