
Caṕıtulo 7

Máquina de Turing

A Máquina de Turing é universalmente conhecida e aceita como a forma-

lização de um algoritmo. Este mecanismo se assemelha em muito aos computadores

atuais, embora tenha sido proposta por Alan Turing 1 em 1936, muito antes dos

primeiros computadores digitais. A Máquina de Turing possui o mesmo poder com-

putacional de qualquer outro computador de propósito geral.

7.1 Máquina Clássica

Este mecanismo é uma evolução da máquina de estados finita, seja ela um

DFA ou um NFA. A diferença dela para os autômatos estudados até o presente mo-

mento é que a Máquina de Turing pode não só ler uma fita de entrada, mas também

pode escrever na mesma. A fita de entrada é limitada à esquerda por um śımbolo B

marcador de fim de fita, enquanto que se estende indefinidamente à direita. Sempre

1Alan Mathison Turing, Ph.D. (1912-1954), inglês nascido no bairro de Paddington em Londres,

é considerado um dos fundadores da ciência da computação. Durante a Segunda Guerra Mundial

foi o responsável pela quebra da máquina de encriptação alemã chamada Enigma, contribuindo de

forma significativa para o desfecho da guerra. Trabalhou com mecânica quântica, probabilidade,

lógica, computabilidade, eletrônica, inteligência artificial, redes neurais e biologia. Foi cruelmente

massacrado, preso e humilhado pela sociedade inglesa que o impedia de trabalhar devido a sua

opção sexual. Um dos maiores vultos da computação suicidou-se em sua casa com uma maça

envenenada com cianeto. Atualmente, a Association for Computing Machinery, ou ACM, concede

anualmente o prêmio Nobel da Computação, conhecido merecidamente como Prêmio Turing.
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que o śımbolo B é lido, a máquina move a cabeça leitora obrigatoriamente para a

direita. Estes movimentos da cabeça leitora para a direita e esquerda são represen-

tados respectivamente por→ e←. Além disto, a fita de entrada pode não ter todos

os seus campos preenchidos com śımbolos, isto é, ela pode ter espaços em branco.

Um espaço em branco, por conveniência, é denotado como sendo o śımbolo t.

Definição 7.1 Uma Máquina de Turing é uma qúıntupla M = 〈k,Σ, δ, s, F 〉 onde:

- k é o conjunto finito de estados;

- Σ é um alfabeto que contém os śımbolos B e t, mas não contém → e ←;

- s ∈ k é o estado inicial;

- F ⊆ k é o conjunto de estados de parada;

- δ é uma função de transição de k × Σ onde:

(a) para todos os q ∈ (k − F ), se δ(q,B) = (p, b), então b =→;

(b) para todos os q ∈ (k−F ) e a ∈ Σ, a 6= B, se δ(q, a) = (p, b), então b 6= B.

Definição 7.2 Seja M uma Máquina de Turing. Dizemos que a configuração C1

resulta em C2 se C1 `M C2. Uma computação por M é uma seqüência de confi-

gurações C0, C1, · · · , Cn, para algum n ≥ 0, tal que C0 `M C1 `M · · · `M Cn e

dizemos que a computação é de comprimento n, ou quye possui n passos. Neste

caso, escrevemos C0 `nM Cn.

Para entender seu funcionamento, considere a Máquina de Turing M =

〈k,Σ, δ, s, F 〉, onde k = {q0, q1, h}, Σ = {a,t,B}, s = q0, F = {h} e δ é dada

conforme a seguir:

q σ δ(q, σ)

q0 a (q1,t)

q0 t (h,t)

q0 B (q0,→)

q1 a (q0, a)

q1 t (q0,→)

q1 B (q1,→)
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Considere a fita de entrada B a a t t t t t t t t t · · · um exemplo de

alimentação da máquina M . Pode-se afirmar que o processamento desta fita se dará

conforme a seguir.

⇓
B a a t t t t t t t t t · · · , ⇓= q0

δ(q0,B) = (q0,→)

B ⇓a a t t t t t t t t t · · · , ⇓= q0

δ(q0, a) = (q1,t)

B ⇓t a t t t t t t t t t · · · , ⇓= q1

δ(q1,t) = (q0,→)

B t ⇓a t t t t t t t t t · · · , ⇓= q0

δ(q0, a) = (q1,t)

B t ⇓t t t t t t t t t t · · · , ⇓= q1

δ(q1,t) = (q0,→)

B t t ⇓t t t t t t t t t · · · , ⇓= q0

δ(q0,t) = (h,t)

B t t ⇓t t t t t t t t t · · · , ⇓= h

Observe que a máquina é iniciada no estado q0, com a cabeça leitora ⇓ na

posição de leitura do śımbolo B. Em seguida, de acordo com os śımbolos lidos e

a função de transição δ, a máquina prossegue com seu processamento até que em

algum momento atinge o estado h, um estado de parada.

A representação gráfica utilizada nesta descrição de processamento pode ser

substitúıda por uma representação menos trabalhosa (estado,situação da fita). A

representação do estágio inicial da máquina do exemplo anterior seria dada por

(q0,Baa t t t t t t t t t · · · ), onde representa a posição da cabeça leitora. Esta

forma de explicitar um determinado momento da máquina será usada em detrimento

da forma de representação gráfica.
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Desta forma, a computação da máquina M possui seis passos é dada como

se segue:

(q0,Baa t t t t t t t tt) `M (q0,Baa t t t t t t t tt)

`M (q1,Bta t t t t t t t tt)

`M (q0,B t a t t t t t t t tt)

`M (q1,B t t t t t t t t t tt)

`M (q0,B t tt t t t t t t t t)

`M (h,B t t t t t t t t t tt)

Um problema de decisão é uma questão sobre um sistema formal, tal como

uma Máquina de Turing, no qual se obtém uma resposta do tipo sim-ou-não, ou

ainda, do tipo aceita-rejeita, ou pára-não pára. Observe que no exemplo proposto

a máquina M percorre toda a fita de entrada até que finalmente atinge o estado

h, definido como um estado final. Ora, se a máquina parou em um estado final, é

porque ela aceitou a string a qual ela foi submetida. Neste sentido dizemos que a

máquina m efetuou um decisão.

Entretanto, não é sempre que uma Máquina de Turing consegue realizar uma

decisão. Considere uma nova máquina M = 〈k,Σ, δ, s, F 〉, onde k = {q0, q1, q2, h},

Σ = {a,t,B}, s = q0, F = {h} e δ é dada conforme a seguir:

q σ δ(q, σ)

q0 a (q1,←)

q0 t (q0,t)

q0 B (q0,→)

q1 a (q2,t)

q1 t (h,t)

q1 B (q1,→)

q2 a (q2, a)

q2 t (q0,←)

q2 B (q2,→)

Suponha que n ≥ 0. Podemos tentar descrever o que M faz quando iniciada na

configuração (q0,B t ana). Observe as iterações para alguns valores de n.
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Para n = 0 (q0,B t a) `M (q1,Bta)

`M (h,B t a) L99 P ára

Para n = 1 (q0,B t aa) `M (q1,B t aa)

`M (q2,B t ta)

`M (q0,Bt t a) L99 Loop

Para n = 2 (q0,B t aaa) `M (q1,B t aaa)

`M (q2,B t ata)

`M (q0,B t a t a)

`M (q1,Bta t a)

`M (h,B t a t a) L99 P ára

Para n = 3 (q0,B t aaaa) `M (q1,B t aaaa)

`M (q2,B t aata)

`M (q0,B t aa t a)

`M (q1,B t aa t a)

`M (q2,B t ta t a)

`M (q0,Bt t a t a) L99 Loop

Pode-se concluir que a máquina M aceita strings com n par, e que esta mesma

máquina não pára, isto é, rejeita strings com n ı́mpar. Neste caso em que a máquina

ora apresenta um comportamento de decisão, ora outro de não decisão, diz que ela

faz uma semi-decisão. Este assunto será ainda aprofundado na seção 7.5.

As Máquinas de Turing também podem ser representadas através de dia-

gramas de estados, com apenas algumas alterações em relação à representação dos

autômatos finitos. Observe a Figura 7.1 que apresenta uma máquina segundo este

tipo de representação, sendo seu estado inicial o q0. Inicialmente, os ćırculos que an-

tes continham as etiquetas descritivas dos estados, agora estão com estas marcações

fora deles, como por exemplo o estado q0. Em geral, estas marcações são descartadas,

sendo utilizadas neste exemplo apenas para efeito didático. Ainda descrevendo os

estados, observa-se que no interior deles existe um śımbolo R, ou L. Estes śımbolos
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Figura 7.1: Máquina de Turing representada através de um diagrama de estados: shifta-

dora.

são os indicativos de qual movimento será realizado na cabeça leitora da máquina,

isto é, direita (R - right) ou esquerda (L - left), respectivamente.

Outra questão importante são os eventos que ocorrem nas setas de transição.

Nos autômatos finitos que foram estudados até o presente momento, apenas era

indicado o śımbolo lido associado a transição. Como as Máquinas de Turing podem

não somente ler um śımbolo, mas também podem escrever na fita de entrada, tem-se

que esta operação mais sofisticada é representada através de uma marcação do tipo

”śımbolo lido, śımbolo escrito”. Assim 1/0 significa que o śımbolo lido foi o 1, e

que após esta leitura será escrito o śımbolo 0 na mesma posição, alterando a fita de

entrada.

Por fim, a dinâmica do processamento da Máquina de Turing se dá na seguinte

ordem:

1. lê um śımbolo da fita;

2. escreve um śımbolo na mesma posição da leitura;

3. entra no estado indicado pela seta correspondente;

4. efetua um movimento da cabeça leitora para a direita ou para a esquerda,

ditado pelo estado no qual se acabou de entrar.

Desta forma, o ińıcio do processamento da máquina descrita na Figura 7.1 pode ser

explanado conforme a seguir. A máquina começa no estado inicial q0, aguardando
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saber qual śımbolo será lido. Se o śımbolo lido for o 0, então ela escreverá 0 na

fita, desloca-se para q0 e deslocará a cabeça leitora para a próxima posição à direita.

O leitor pode pensar que sair de q0 e entrar novamente em q0 significa o mesmo

que permanecer em q0. Entretanto, para auxiliar no entendimento do movimento da

cabeça leitora, sugere-se esta forma de leitura do que está acontecendo. Se o śımbolo

lido for 1, então ela irá escrever um 0 na mesma posição, irá entrar no estado q1, e

irá efetuar um movimento da cabeça leitora para a direita.

Suponha a configuração (q0, · · · 010000 · · · ) para a máquina da Figura 7.1. A

computação desta máquina é apresentada a seguir:

(q0, · · · 01000 · · · ) `M (q0, · · · 01000 · · · )

`M (q1, · · · 00000 · · · )

`M (q2, · · · 00100 · · · )

`M (q3, · · · 00100 · · · )

`M (q3, · · · 00100 · · · )

`M (q0, · · · 00100 · · · )

`M (q1, · · · 00000 · · · )

`M (q2, · · · 00010 · · · )

`M (q3, · · · 00010 · · · )

`M (q3, · · · 00010 · · · )

`M (q0, · · · 00010 · · · ) · · ·
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Agora suponha a computação realizada para a um outra configuração.

(q0, · · · 0111000 · · · ) `M (q0, · · · 0111000 · · · )

`M (q1, · · · 0011000 · · · )

`M (q1, · · · 0011000 · · · )

`M (q1, · · · 0011000 · · · )

`M (q2, · · · 0011100 · · · )

`M (q3, · · · 0011100 · · · )

`M (q3, · · · 0011100 · · · )

`M (q3, · · · 0011100 · · · )

`M (q3, · · · 0011100 · · · )

`M (q0, · · · 0011100 · · · )

`M (q1, · · · 0001100 · · · )

`M (q1, · · · 0001100 · · · )

`M (q1, · · · 0001100 · · · )

`M (q2, · · · 0001110 · · · )

`M (q3, · · · 0001110 · · · )

`M (q3, · · · 0001110 · · · )

`M (q3, · · · 0001110 · · · )

`M (q3, · · · 0001110 · · · )

`M (q0, · · · 0001110 · · · ) · · ·

Observando as duas computações que foram realizadas é posśıvel concluir que o que

está acontecendo é que a máquina pega o primeiro śımbolo 1 a aparecer, e o desloca

para a posição do primeiro 0, após uma cadeia de 1’s. O efeito visual que ocorre é o

do deslocamento à direita da seqüência de 1’s, uma operação conhecida como shift

à direita. Como não há estado final, a máquina permanece em loop realizando os

descolamentos infinitamente.

Exemplo 7.1 A máquina da Figura 7.2 representa uma máquina copiadora. Esta

máquina copia a seqüência cont́ıgua de 1’s à direita do śımbolo A para a direita do

śımbolo B. (Sugere-se utilizar a configuração · · · 0A111000B0000 · · · para teste).
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Figura 7.2: Máquina de copiadora do Exemplo 7.1.

A máquina da Figura 7.2 apresenta alguns itens de representação novos. O

primeiro item, e mais importante, é a presença de um estado final. Diferente de

como era realizado na representação dos autômatos finitos, nas Máquinas de Turing

não é comum indicar o estado final explicitamente. Este estado é presumido a partir

da seta de transição que sai do estado inicial, com uma etiqueta 0/0. Outro item é

uma generalização das próprias etiquetas das setas de transição, como por exemplo

a 0, 1/0, 1. Esta etiqueta é equivalente a duas etiquetas do tipo 0/0 e 1/1. Para

tornar o desenho menos denso, opta-se por desenhar apenas uma seta de transição,

na condição de que a leitura e escrita dos śımbolos são determinadas pela ordem

com que eles aparecem na etiqueta.

Uma caracteŕıstica interessante é a possibilidade de uso de tantos śımbolos

quanto os que forem desejados. Observe que a fita na configuração · · · 0A111000B0000 · · ·

é posśıvel graças a um alfabeto Σ = {0, 1, A,B}. Os śımbolos A e B tem a função

ńıtida de servirem como marcadores para dar suporte ao procedimento de cópia,

isto é, A indica a posição a partir da qual os śımbolos devem ser copiados, e B a

posição a partir da qual deve ser feita a cópia.

O projetista desta máquina aproveitou o conceito de marcação para introduzir

um novo śımbolo X. No movimento executado para a direita, X marca o śımbolo do

qual está sendo feita a cópia. No retorno da cabeça leitora, quando ele avança para

a esquerda, este X indica para a máquina qual foi o śımbolo copiado, e assim, ela é

capaz de inferir o próximo śımbolo a sofrer uma cópia. A introdução deste marcador

serve como se fosse uma variável temporária na qual se armazena a posição do
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elemento que está sendo copiado. Tal como uma variável temporária, ao término do

processamento ela deve ser descartada pelo gerenciador de memória do compilador.

Assim, se antes um śımbolo 1 foi sobrescrito por um X, agora este mesmo X deve ser

removido, restaurando o śımbolo original. Desta forma, ao término da computação,

a Máquina de Turing irá apresentar somente os śımbolos pertencentes ao alfabeto

Σ.

7.2 Máquinas de Turing Combinadas

A combinação de Máquinas de Turing permite que sejam criadas máquinas

mais complexas a partir de máquinas mais simples. Muitas vezes é dif́ıcil conceber

uma máquina que execute uma tarefa qualquer simplesmente por conta da inabili-

dade de quem a constrói em lidar com tantos estados e transições. Nestes casos, a

estratégia de dividir para conquistar torna-se uma opção valiosa. Divide-se o pro-

blema inicial em partes menores mais simples e se realiza a construção de máquinas

para cada uma destas partes individualmente, algo que a Engenharia de Software

chama de análise. Logo após, realiza-se a śıntese, isto é, a combinação destas partes

para que juntas provejam a solução do problema inicial.

Sob esta ótica, torna-se desejável entender como combinar estas máquinas.

Considere dois grupos de Máquinas de Turing com alfabeto Σ = {a, b, · · · ,t}. O

primeiro grupo é composto por máquinas que escrevem na fita um determinado

śımbolo, sobre outro já existente, e depois pára no estado h. Por exemplo, a função

de transição da máquinaMa que escreve o śımbolo a nestas condições (e similarmente

Mb, · · · ,Mt) é definida como:

q σ δ(q, σ)

q0 a (h, a)

q0 b (h, a)

q0
... (h, a)

q0 t (h, a)

O segundo grupo é composto por máquinas que movem a cabeça leitora uma unidade

à esquerda (ML) ou uma unidade à direita (MR) e em seguida pára no estado h. Por
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[25] WANG, H., Reflections on Kurt Gödel. Cambridge, Massachusetts, The MIT

Press, 1988.

[26] SUPPES, P., Axiomatic Set Theory. New York, Dover, 1972.

[27] LIPSCHUTZ, S., Teoria Elementar dos Conjuntos, Cole çã o Schaum. Sã o
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