Capitulo 5

Sistemas Formais

A Informatica é a ciéncia do artificial por exceléncia e, mais ainda, é a ciéncia
do formal: nao existe na historia da humanidade nenhum profissional que tenha se
comportado de modo mais formal. Os computadores seguem fielmente regras, e nao
admitem excegoes; é preciso especificar, codificar, digitar, depurar e, mesmo assim,
o programa pode nao funcionar simplesmente porque foi trocado um ‘0’ (zero) por
‘O’ , ou ‘a’ por ‘A’. Depois de semanas buscando erros logicos, alguém de fora, por
tras dos ombros do programador diz: “Claro que nao funciona: vocé usou
‘1’ e nao ‘I’.", e entao descobre-se que o engano era de natureza apenas formal. O

grande objetivo dos sistemas amigaveis é a eliminacao dos erros formais.

Explicar ou definir formal é uma tarefa dificil e, se for buscado o seu signifi-
cado em um dicionario, encontra-se que:
(0) Formal - do latim formale - relativo a forma.

(1) Forma - do latim forma - Configuragao exterior dos corpos; disposigao das partes

de um corpo, aparéncia; feitio de um objeto; modelo; norma.

(2) Forma - do latim forma - molde dentro do qual ou sobre o qual se forma qualquer

coisa que toma o feitio desse molde.

Depois desta consulta, descobre-se que “formal” é definido através de “forma’e

o problema é saber qual a escolha a ser feita: se (1) ou (2), notando-se que ha di-
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ferenga fonética, ainda que nao grafica entre elas: em (1) a letra “0”é pronunciada

aberta e em (2) fechada.

Entao pode-se usar (1) e (2) para melhorar o entendimento de formal. Pois
o préprio conceito definido em (1) deve se encaixar com a “forma” (com “o”fechado)

de um grupo social.

A matematica é considerada como a mais formal das ciéncias sendo a lingua-
gem formal utilizada pelas outras, pois todos os resultados sao baseados em regras e
apresentados por féormulas. No entanto os formalistas sao apenas um grupo dentre
os matematicos, tendo existido sérias controvérsias com respeito a validade do en-
foque formal. Na realidade, a maioria dos matematicos desenvolve seus resultados
dentro de um espirito informal e intuitivo, mais geométrico que algébrico; e quando
algébrico, se analisado de forma mais rigorosa, pouco formal. De qualquer modo,
a mais formal das correntes em matematica tem feito e faz concessoes ao informal.
No que se segue sera apresentado que o conceito de formal a ser adotado é extrema-
mente exigente; pode-se dizer que o formal de que se necessita é também mecanico,

completamente dissociado de qualquer intuicao ou fatores de natureza cognitiva.

5.1 Sistemas Formais

Nesta secao sera definido o que se entende por um sistema formal. Para isto
é preciso esclarecer o que significa alfabeto e palavra, pois o conceito de formal -
e, particularmente sistemas formais - depende da definicao e conhecimentos bésicos
sobre representacao grafica de simbolos e a fixagao de critérios particulares de sua
aceitagao ou defini¢ao (recomenda-se ao leitor uma releitura da Secao . Dé-se o

nome de letra a todo sinal grafico satisfazendo os seguintes critérios:

1. As letras devem possuir uma estrutura espacial que facilite sua reproducao e
reconhecimento. Por exemplo: [0, A, |, . Como contra~exemplo o leitor pode

imaginar figuras complicadas como rubricas pessoais, tais como bf.

2. As letras devem possuir uma estrutura que impossibilite decomposicoes ho-

rizontais. Assim, ¢ ||"ndo seria uma escolha apropriada, pois é composta
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W ,ou

horizontalmente de dois sinais iguais (“|”e “|”); no entanto, “~"e “=="seriam

escolhas adequadas - apesar de poderem ser decompostas verticalmente.

3. Para a construcao de alguns sistemas formais, existe a necessidade de um su-
primento infinito de letras, assim deve-se exigir que elas possam ser produzidas

de modo uniforme.

Os elemento de X1 = {x,|} e 3y = {0, A\, ®} satisfazem os critérios (a), (b) e (c)

recém descritos. Alfabetos sao conjuntos recursivos de letras.

Ezpressoes, palavmsﬂ ou cadeias sao seqiiencias de letras justapostas hori-
zontalmente, tendo seus limites claramente identificados por interespago separador
com mesma funcao que o espaco em branco na escrita convencional. Assim, A e

O ® OA sao expressoes no alfabeto >s.

Alguns autores definem uma cadeia v em um alfabeto ¥ como uma fungao
w:{l---n} — 3, onde n é o comprimento de u. Assim, uma cadeia u pode ser
escrita como aqas - - - a,, onde a; é a i-ésima letra. A cadeia de comprimento 0 é

chamada cadeia nula e denotada por A.

A justaposigao de duas cadeias é chamada concatenagao. Sejamu : {1---m} —

Yyev:{l---n} — X, entdao u —~ v (ou simplesmente uv) é definida como:

u~v:{l---m+n}— X U
u(7) sel<i<m

v(ii—m) sem+1<i<m-+n

O produto de dois alfabetos é dado pela combinacao de pares feita entre seus
elementos. Por exemplo, se X1 = {x,|} e ¥y = {0, A, ®}, tem-se que ¥; x ¥y =
{x0,*A, % © |0, |A, |©}, e ainda que X1 X Xo # ¥o X X,

! Alguns autores mais rigorosos consideram que palavras sdo expressoes que respeitam deter-
minados critérios explicitos para sua formagao. Desta forma pode-se explicitar que o critério de
formacao para as palavras em Y| seja: as unicas palavras sao as expressoes onde ndo aparecam

I3

mais que duas ocorréncias sucessivas de ‘*’ e nao menos que duas de “|”em seqiiéncia. Utilizando-
se este critério, conclui-se (informalmente) que, * || é uma palavra, e que *x |* nao é, pois possui

menos que duas ocorréncias sucessivas de |”.
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A exponenciacao de um alfabeto é dada por:

20 ={A}
=3
zn =yl x %

observe que X" é o conjunto de todas as cadeias de simbolos de > com comprimento

n.

Por fim, se ¥ for um alfabeto, denota-se por ¥* o conjunto de todas as cadeias
de ¥, incluindo a cadeia nula, isto ¢, ¥* = XU Xt UX2U---UX"U---. Segue-
se que uma linguagem em X é qualquer subconjunto de ¥*. Desta forma, se ¥ é
um alfabeto, entao qualquer conjunto de expressoes em ¥ é uma linguagem em .

Assim, por exemplo, £ = {{J,0A, 06, A} é uma linguagem em X.

Definicao 5.1 Um sistema formal F é uma quadrupla < X, £, A, R >, onde:

3 — é um alfabeto.
L — é um conjunto recursivo em >, chamado de linguagem do sistema formal.
A — é um subconjunto recursivo de £, chamado de aziomas

R — é um conjunto recursivo de relagoes em L

Exemplo 5.1 Seja um sistema formal, onde o alfabeto, as palavras, os axiomas e

as relacoes estejam definidas a seguir:

L={lx}, L={2}, A={|,*}, R ={r1,r2}, onde:
o ={<z|,xx > |xr € ¥}
ro ={{< z|x,x*| >z €T} U
{<z|xxzx||>]reX*}uU
{< xx,z|| > |v € ¥*}}
Definicao 5.2 Seja F =< X, L, A, R > um sistema formal, I' C £. Uma deducao

de « a partir de I' em F é uma seqiiéncia aq, o, - - - , «;, de palavras de £, tal que:

1. a, é e
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2.

Para todo j,1 < j <n,a; € ' UA, ou existem oy, -+, ,, Ji € {1,--,j —

1},1 <4 <k tais que < aj,, -+ ,j,,a; >€ 7 comr € R.

Se existir uma deducao de « a partir de I' diz-se que « é dedutivel a partir

de I em F. Isto é denotado por I'ra.

Exemplo 5.2 No sistema formal do exemplo uma deducao de x| é

| (e A)

x (< |, x>€mr)
I (<[ >€r)
I« (< ||, |*x >€ r)
x| (< |*, *| >€ 1)

portanto a seqiiéncia *, ||, |, *| é uma dedugao de x| onde I' = (), assim () - x|.

Existem varias consideracoes que devem ser feitas com respeito as compo-

nentes de um sistema formal.

N —

Os alfabetos dos sistemas formais podem conter varios tipos de letras, assim
em geral devem ser especificados tais tipos de modo nao ambiguo. Os tipos de
letras correspondem a modos de construir as palavras da linguagem £. Assim

na definicao de ¥ pode-se ter:
Y=X1UXU--- Y

Por exemplo, nos dialetos formalizaveis oriundos de simplificacoes das lingua-
gens naturais tem-se letras para representar as diversas categorias gramaticais.
E frequente se incluir no alfabeto letras que sao auxiliares (varidveis sintaticas)

para representar subclasses da linguagem L.

L — A definicao da linguagem pode ja necessitar de um outro sistema formal, ou

notagoes informais para sua especificacao detalhada. Note que a exigéncia
de ser a linguagem um conjunto recursivo nao é suficiente quando o sistema
formal visa aplicacoes. As operacoes que sao utilizadas para os critérios de

construcao dos componentes da linguagem devem ser de baixa complexidade.
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A — Existem véarias maneiras de se especificar os axiomas de um sistema formal. Se
o conjunto for finito basta uma simples enumeracao, no caso de um conjunto
infinito pode-se utilizar um outro sistema formal para sua especificacao. E
frequente na literatura a utilizagao de aziomas esquemas que sao bastante

dificeis de serem efetivos nas aplicagoes computacionais.

R — A defini¢ao das regras de inferéncia é a parte mais complicada de um sistema
formal. As regras de inferéncia devem ser relagoes recursivas definidas na lin-
guagem L podendo, portanto, ser bastante complexas para definir e para serem
efetivamente utilizadas. Nos exemplos que serao apresentados se discutird a

complexidade de tais regras.

Estas observagoes devem ser levadas em conta quando se deseja ter um sis-
tema formal que possa ser efetivamente utilizado. O desenvolvimento de critérios
para a escolha de um sistema formal entre alternativas de formalizacao é uma ne-
cessidade pouco estudada. Deve-se acrescentar que os sistemas formais foram in-
ventados com o objetivo de se mecanizar a solucao de problemas, principalmente
na matematica tradicional, e que o agente executante das dedugoes era inicialmente
imaginado como um ser humano treinado como matematico. Hoje deve-se dirigir
os esforcos na construcao de sistemas formais cujos agentes sao de outra natureza,

muitas vezes uma maquina ou sistema de programacao.

Na especificacao de regras de inferéncia escreve-se:

ap, Qo, -,

B

significando que < aq, g, -+, aq, f >€ R.

, OU Qrp, Qlgy - - - 7al_>ﬁ

No caso em que I' C £ = (), diz-se que o é um teorema em F. O conjunto
de teoremas de um sistema formal F é denotado por Tz, ou simplesmente por T,
quando é claro a que sistema formal pertencem os teoremas. O conjunto de teoremas
de um sistema formal inclui os axiomas, ou seja, todo axioma é um teorema. Em
geral, o conjunto de teoremas é maior que o conjunto de axiomas, mas ¢ claro que
as regras de um sistema formal podem nao ser aplicdveis, e neste caso o conjunto de

teoremas é composto apenas dos axiomas. O conjunto de teoremas pode ser igual a
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Figura 5.1: Derivagao de Teoremas.

linguagem, e neste caso dizemos que o sistema formal é inconsistentd?] A figura

mostra a relacao entre axiomas, teoremas e linguagem.

Existem trés tipos basicos de sistemas formais: geradores, reconhecedores e
transdutores. Os geradores sao sistemas formais cujo objetivo é produzir cadeias,
somente a partir dos axiomas. Os reconhecedores admitem outras cadeias como
entradas e verificam se tais cadeias sao adequadas, sem produzir cadeias de saida.

Por fim, os transdutores transformam cadeias de entrada em cadeias de saida.

A seguir serao apresentadas algumas variagoes dos tipos basicos, que serao
importantes para o entendimento de questoes a serem discutidas nos préximos

capitulos.

5.2 Sistemas de Producoes de Post

Definigao 5.3 Um sistema de produgao de Post (SPP) S é um sistema formal
<X, L, AR >, onde:

Y E um alfabeto consistindo de dois subconjuntos disjuntos N e T, chamados de
alfabeto nao terminal e terminal, respectivamente, onde N = {[ii > 0}
LEo conjunto ¥*

A E um sub-conjunto de X*, e ¢é dito ser o conjunto de palavras de partida.

2Existem vérias concepcoes da nocio de inconsisténcia. Esta, em particular, é chamada de

inconsisténcia absoluta [80]
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R Eum conjunto de relacoes binarias em £, que sao chamadas de regras de producao.

Cada regra é da forma:
wolidry[i]- - -y linkr, — yolidly 2l - - yplsklyg

,onde i17i27"' 7in € N7 €j17j2,"' 7jk S {i17i27"' 7ZTL}

€ Zo, L1, " ,Tn, Yo, " 7yk€ (Z_N)*

Definigao 5.4 Seja S =< X, L, A, R > um SPP e a € L uma palavra.

(a) Diz-se que uma regra:
wolidy il - -y linkr,, — yolidy 2l - - yp_yliklyy
é aplicavel a « se e somente se:
O = T2 L1Zig * " Tn—1%i, Tn
oonde 2, 25, -+, 2, € X% e se iy =1ig entao z;, = 2,

(b) Se uma regra:

xolalrliz]- - -y qlnlry, — yolidyy22]- - - yp_ilielyy,

é aplicavel a uma palavra a = x2;, 212, - * - Tn12i,Tn €ntao o resultado da
aplicacao é a palavra

Yoz Y1%5.Y2 - Yk—125, Yk

(¢) Diz-se o =5 3 se 3 foi obtida a partir da palavra « pela aplicacdo de uma regra

reR.

(d) Diz-se que f é derivavel em S a partir de «, o que denota-se por o =% 3, se
e somente se § = « ou existem [, P, -+, [ tais que 5, = [ e para todo

i, 1 <i <l B =s Bivt
(e) A linguagem gerada por S é definida por:

LS)={re(XE-N)la=5z,ac A}
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Intuitivamente as caixas [in] capturam as palavras z;  quando a regra é apli-
cada e reproduzem as palavras capturadas por estas caixas na cadeia do lado direito

da regra.

Exemplo 5.3 A regra aalbizla — al2ba1] aplicada a palavra aaabbaa coloca ab na
caixa numerada com 1 e a na caixa numerada por 2 e gera a palavra aabaab. Note
que outra solucao seria colocar a na caixa 1 e ba na caixa 2 e o resultado neste caso

seria ababaa.

Exemplo 5.4 Seja S o SPP no qual

¥ = {0O0,sucS,,}
N = {S,suc,,}
A = {suczlr € (¥~ N)*}

sudt] — SO
S, — 1]

SO 2] — o [2]
Slifo, [2] — S, [12]

A seguir serao exibidas algumas derivagoes em S:

Axioma | Geracao Axioma | Geragao
suc suc = S, SUCO suco = So,
S, = U So,= 5,0
S, 0= 00
sucl] sucld = SO, || suc | sucdd = SO,
SO, =0 St = o

Pode-se interpretar este SPP como gerando a partir de um axioma suc, onde

n é a representagao diddica de um natural no alfabeto {{J, ¢}, a representacao n+ 1.
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As regras de inferéncia de um SPP podem ser bastante complexas. As
operacoes basicas sao de concatenacao, casamento de padroes e substituicao. Tais
operacoes nao fazem parte do sistema formal e sao de dificil execugao, mesmo quando
o agente ¢ um ser humano bem treinado. O leitor familiarizado com os processos de
analise sintatica para a construcao de compiladores pode apreciar tais dificuldades.
A complexidade da linguagem £ é um fator preponderante tanto para o uso do
casamento de padroes como para a construcao das regras de inferéncia. O leitor
interessado pode consultar Book e Otto [81] que trata dos chamados sistemas de

reescrita.

5.3 Linguagens Formais e Gramaticas

O aprendizado de uma lingua qualquer envolve o estudo da estrutura das
sentencas. A grosso modo esta estrutura é chamada de gramatica para a lingua, e sua
apresentacao usual é como um conjunto de critérios chamados de regras gramaticais
que definem a corretude das sentencas. A rigor gramaticas sao sistemas formais
geradores de linguagens, portanto deve-se esperar que uma gramatica construa a

lingua.

Em geral, uma linguagem natural tende a ser muito extensa e complexa.
Duas das atividades dos linguistas sao definir com precisao as sentencas validas
de linguagens e encontrar formas estruturadas de representa-las. Entretanto, ha
uma dificuldade para definir completamente estas linguagens. Considere a seguinte

sentenca do portugués: O menino louco pintava o lindo quadro.

Pode-se dizer que a sentenca é constituida de sujeito “O menino louco- e
predicado - “pintava o lindo quadro”. Estes elementos podem ser mais analisados. O
predicado é constituido de verbo “pintava”e objeto “lindo quadro”. A andlise desta
sentenca ¢é apresentada na Figura [5.2| e descreve uma representacao conhecida como
arvore de derivagao sintatica. Quando uma sentenca produz uma arvore de derivagao
valida, diz-se que esta sentenca é valida. Contudo, para uma arvore de derivacao ser
valida é preciso que ela seja especificada, uma tarefa pouco trivial quando se trata

de uma linguagem natural. Uma tentativa incompleta de formalizacao das regras
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