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Figura 1.3: Esquema ilustrativo da Tese de Church-Turing.

1.2 Tese de Church-Turing

A Tese de Church, ou hipétese de Church-Turing, ilustrada na Figura [1.3],
nao é um teorema mas sim um resultado epistémico cuja aceitacao é quase universal.
O conceito intuitivo de computavel é identificado com uma certa classe de fungoes
aritméticas chamadas funcgoes recursivas, cuja caracterizacao ¢ um dos objetivos

deste livro.

O leitor pode pensar que se a hipdtese nao pode ter sua veracidade com-
provada de forma direta, entao talvez ela possa ser refutada. Assim, para negar
a tese basta encontrar um procedimento que nao pudesse demonstradamente ser
computado por uma Maquina de Turing. Até o presente momento isto nao ocorreu,
e ainda, em virtude do grande niimero de dados experimentais favoraveis, esta tese
tem sido aceita pelos estudiosos do assunto. Além disto, as diversas tentativas in-
dependentes de formalizar o conceito de algoritmo resultaram em formalismos que

podem ser demonstrados como equivalentes ao de Turing.

Neste sentido, a Tese de Church é uma hipotese sobre a natureza mecanica do
ato de calcular, relacionando-se diretamente com o computador, e com os tipos de
algoritmos eles podem executar. Assim, toda funcao considerada sistematizavel pode
ser computada por uma Maquina de Turing. Programas podem ser traduzidos em
uma Maquina de Turing, bem como, qualquer Maquina de Turing pode ser traduzida

para uma linguagem de programacao. Conseqiientemente, qualquer linguagem de



programacao de proposito geral é suficiente para expressar qualquer algoritmo, seja

ele qual for.

Até o presente, ninguém foi capaz de produzir um modelo computacional
que tenha maior poder que o de Turing. Trata-se de um modelo mais geral que os
computadores atuais, pois nao ¢é limitado por questoes restritivas como espaco de

armazenamento e memoria.

Uma conseqiiéncia positiva da Tese de Church é que se o ser humano con-
segue resolver um determinado problema, de forma consciente, sem adivinhagao
ou mimica, entao é possivel construir uma maquina que também o resolva. Uma
aplicacao pratica disto é o campo de estudo conhecido como Inteligéncia Artificial |I|
O lado negativo é que os problemas que nao podem ser resolvidos pela Maquina de
Turing, também nao serao resolvidos exclusivamente pelo raciocinio humano. Desta
forma, existem problemas que possuem solucoes, mas que nunca serao encontradas

através do raciocinio humano.

Godel trabalhou muito tempo com questoes filosdficas relativas ao contraste
entre mentes e maquinas [9]. Para ele a mente humana ¢é incapaz de mecanizar
todas as intuicoes matematicas, fato este que poderia ser chamado de incompletude
da Matematica, intimamente relacionado com o problema da incompletude. Outro
resultado afirma que, ou a mente humana consegue ultrapassar qualquer maquina
ou, entao, existem questoes da teoria dos nimeros que sao indecidiveis para a mente
humana. Entretanto, Godel, assim como Hilbert, se recusava a admitir o compor-
tamento absolutamente irracional, de acordo com o qual a mente seria capaz de

formular questoes que, pela sua propria natureza, lhe seja impossivel responder.

1O termo Inteligéncia Artificial é um nome brilhantemente criado por McCarthy em 1956 para
chamar a atencao de investidores para aquela drea de conhecimento. McCarthy disse que tratava-
se da capacidade de uma maquina de realizar funcoes que se fossem realizadas pelo ser humano
seriam consideradas inteligentes. Ora, se a maquina consegue desempenhar essa tarefa, é porque
esta mesma ¢ sistematica, e por definicdo nunca pode ser dita inteligente. Contudo, apesar deste
cheque-mate & respeitabilidade [8] o termo é um bom nome para vender a idéias para o publico

leigo.



1.3 Teoremas de Godel

Em 1931, Géde]ﬂ tornou publicos seus teoremas relacionados com a inde-
cidibilidade e incompletude da matematica. Estes teoremas se contrapunham ao
otimismo cientifico dominante da época que acreditava poder resumir toda a ma-
temadtica, e até mesmo outras ciéncias naturais, em um tnico sistema formal livre de
contradicoes. Seus teoremas delinearam novos contornos ao dominio da matematica
e influenciam nao s6 as ciéncias correlatas, como a computagao, mas também outros

campos do conhecimento humano, como a filosofia.

No fim do século XIX e inicio do século XX a matematica era profunda-
mente influenciada pelas idéias do matematico alemao David Hilbert (1862-1943)
pertencente a uma escola chamada formalista que atuou ao longo de todo o século
XX. Em 1900, durante o Congresso Internacional de Matematicos, realizado em Pa-
ris, ele propos uma cole¢ao de vinte e trés problemas inconclusos que direcionaram
grande parte da pesquisa matematica no decorrer do século XX, alguns destes pro-
blemas ainda hoje nao sao resolvidos, e outros o foram apenas parcialmente. Em
1920, ele sugeriu explicitamente uma linha de pesquisa na qual se defendia que os
desenvolvimentos destes problemas aconteceriam a partir de uma amostra finita de
proposicoes, devidamente selecionadas, chamadas axiomas. Além disto, tal sistema
axiomatico provavelmente seria consistente, ou seja, livre de contradigoes. A partir
destes axiomas, os formalistas, seguidores de Hilbert, acreditavam ser possivel de-
senvolver uma teoria Unica que contemplasse toda a matematica de forma a torna-la

completa.

Ora, a matematica é amplamente utilizada para formalizar a modelagem de

2Kurt Godel (1906-1978), conhecido como senhor “Por que?”, nasceu em Brno, atualmente
Republica Tcheca. Ainda na infancia sofre um ataque de febre reumética, o que lhe debilitou
fisico e psicologicamente tornando-o hipocondriaco durante toda a vida. Em 1939, foi incluido na
lista negra nazista talvez por ser intelectual, talvez devido ao seu circulo de amizades com judeus,
talvez por fazer parte do Circulo de Viena, e assim sendo fugiu para a Universidade de Princeton
nos Estados Unidos da América. Nao era uma pessoa muito socidvel e cultivou poucas relagoes de
amizade, entre elas a de Albert Einstein com quem trabalhou na Teoria da Relatividade. Com o
passar dos anos, sua hipocondria foi piorando, até que morreu de fome no hospital de Princeton,

ocasiao em que se convenceu de que o estavam envenenando pela alimentacao.
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fenomenos da natureza. Sob esta 6tica, o otimismo cientifico apontava para a possi-
bilidade de modelagem de todos os problemas, inclusive daqueles relativos as ciéncias
naturais. Além disto, Hilbert defendia também, que um problema matematico deve-
ria admitir obrigatoriamente uma solugao exata, seja ela de forma direta ou através
da demonstracao de sua impossibilidade de resolucao. Esta caracteristica de singula-
ridade de uma solugao passou a ser conhecida como decidibilidade de um problema.
Quando se afirma que uma proposicao é verdadeira ou falsa, esta-se enunciando um
dos principios da lgica classica (légica de predicados de primeira ordem). Trata-se
do principio do terceiro excluido (tertium non datur) pois tal proposi¢do nao é ao
mesmo tempo verdadeira e falsa, tampouco nem verdadeira, nem falsa. Informal-

mente tem-se: “O que é, é, 0 que nao é, nao ¢, e nao ha uma terceira opgao”.

Entretanto, a decidibilidade se contrapoe a existéncia de paradoxos que sao
facilmente criados, como por exemplo, a seguinte sentenca: “FEsta afirmacdo € falsa”.
E facil perceber que os seguidores de Hilbert claramente enfrentaram dificuldades
para construir uma matematica livre de contradigoes, decidivel, completa e consis-
tente. Neste sentido, torna-se importante compreender algumas defini¢oes de termos

comuns a este assunto.

Definicao 1.1 Um conjunto de enunciados verdadeiros, selecionados para serem
axiomas de um sistema qualquer, é dito completo se é possivel obter novamente,
através de demonstracoes, todos os enunciados verdadeiros do objeto de estudo que

se propoe axiomatizar.

Definicao 1.2 Um sistema axiomatico é consistente se nao é possivel provar, a

partir dos axiomas, uma contradicao, isto é, um enunciado e sua negacao.

Definicao 1.3 Uma classe de enunciados que nao podem ser demonstrados nem
refutados dentro de um sistema axiomatico é chamada de indecidiveis. Se em um
sistema axiomatico existe algum problema indecidivel, entao este sistema é incom-

pleto.

Uma etapa importante da axiomatizacao da matematica proposta por Hil-

bert foi realizada pelo matemético italiano Gioseppe Piano (1858-1932), em 1889.
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Apesar de outros matematicos terem apresentado anteriormentd| tais sistemas de
axiomatizacao foi Peano que conseguiu fazé-lo através de uma meta-linguagem de
primeira ordem, ou seja, através de uma linguagem onde aparecem apenas predica-
dos e proposicoes aplicados a objetos. Um exemplo é a defini¢ao de identidade feita

através de duas propriedades de relacionamento:

- a = a (reflexdo); (a = b) — (b = a) (simetria); (a = bAb=1¢) - a =c

(transitividade)

-a=b— p(a) = p(b) (se aigual a b, b possuird a mesma propriedade de a)

A principal caracteristica da aritimética de Peano é a definicao de sucessor.
Através dela, os seguintes axiomas apresentam as propriedades fundamentais dos

numeros naturais N.

1. =suc(z) = 0: O 0 nao é sucessor de nenhum nimero natural;

2. suc(r) = suc(y) — = = y: Se dois nimeros naturais z e y tém o mesmo

sucessor entao eles sao iguais;

3. [p(0) A (Vz) (p(z) — p(suc(z)))] — (Va1),p(x1): Trata-se do principio da
inducdo matemética (que serd explorado mais profundamente na segao ,
isto é, se a propriedade ¢é véalida para o elemento inicial e a sentenca “se a pro-
priedade p € verdadeira para um numero x, entao ela ela também € verdadeira

para o sucessor” .

A fim de construir um sistema formal que demonstra a existéncia de teoremas
indecidiveis, Godel criou uma linguagem estritamente numéricaf| associando os sinais

primitivos da aritmética de Peano a niimeros naturais primos.

3Em 1888, Dedekind apresentou uma axiomatizacio similar & apresentada por Peano um ano
depois. Entretanto, Ao contrario de Peano, Dedekind usa uma linguagem de segunda ordem, onde
expressoes fazem referéncia a outras expressoes e nao apenas objetos.

40 processo consiste em traduzir o enunciado da meta-linguagem de Peano para a linguagem-

objeto da aritmética e por isso é notadamente denominado aritmetizacao [10]
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O problema a seguir, conhecido como quebra-cabeca godeliano, proveniente
de Raymond Smullyan [11], expressa a idéia geral do teorema de Godel. Suponha
a existéncia de uma maquina que imprime setengas, ou cadeias, compostas pelos
simbolos

-, P,N

? Y

As sentengas que a maquina é capaz de imprimir estdao em uma das quatro formas

a seguir:

- PX
- PNX
- —PX

- -PNX

onde X é uma cadeia qualquer.

A maquina que questao segue as seguintes regras:

1. PX ¢é verdadeiro < a maquina imprime X;

2. PNX ¢ verdadeiro < a maquina imprime X X;

3. mPX é verdadeiro < a maquina nao imprime X;

4. -PNX ¢ verdadeiro < a maquina nao imprime X X;

5. =X é a negacao de X. Para todas as cadeias X, ou elas sao verdadeiras, ou

sua negacao ¢ verdadeira;
6. Todas as sentencas impressas pela maquina sao verdadeiras;

7. A méquina nunca imprime sentencas falsas.

Este tipo de construcao é um caso de auto-referéncia: o programa imprime
sentencas que definem o que o programa pode e ndao pode imprimir, portanto o

programa descreve seu proprio comportamento. Seja um program deste tipo, que
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imprime apenas sentencas verdadeiras sobre si mesmo. E possivel que o programa

seja capaz de imprimir todas as sentencas verdadeiras?

Considere a combinacao ~PN—-PN, e suponha que a maquina imprime esta
cadeia. Utilizando a regra 2, e assumindo X = — PN, tem-se que é verdadeira
a sentenca "PN-PN = -PNX < —XX. Desfazendo a substituicao, obtém-se
- XX = -—-PN-PN = PN-PN ¢ verdadeiro porque a hipdtese era que a maquina
imprime a sentenca “PN—-PN. Além disto, pela regra 5, a negacao de PN—-PN,
isto é, "PN—-PN ¢ falsa. Ora, pela regra 7, a maquina nunca imprime sentencas
falsas, entao ela nao deveria imprimir “PN—-PN. Assim, a suposicao de que a

maquina imprime =PN—-PN esta incorreta.

Desta forma, supoem-se entao que a maquina nao imprime ~PN—-PN. En-
tretanto, se essa impressao nao ocorre, e tomando a regra 4, tem-se que " PNX =
verdadeiro. Por substituicao X = -PN, tem-se “PN—-PN = verdadeiro também.
Assim, =PN—-PN é verdadeira, mas a maquina nao imprime a sentenca. Assim, a
suposicao de que a maquina nao imprime “PN—-PN esta incorreta. Logo, tem-se

duas hipoteses:

e a sentenca é imprimivel, mas ela é falsa, o que configura uma contradicao, pois

o programa so imprime sentencas verdadeiras;

e a sentenca é verdadeira, mas ela nao imprimivel, o que fere o propdsito da

magquina.

A analogia entre este enigma e o teorema da incompletude estd no paralelo
entre um programa que imprime cadeias verdadeira e um sistema formal que gera

teoremas verdadeiros.

O artigo original de Godel pode ser encontrado em [12]. Na primeira se¢ao
daquele artigo, o esboco da demonstracao indica claramente a conseqiiéncia final do
teorema e o caminho a ser tomado para chegar a ela. No entanto, sao necessarias
dezenas de definicoes e teoremas para completar rigorosamente a prova. A luz
da Tese de Church, pode-se dispensar o arcabouco formal e apresentar apenas a

genialidade da idéia global.
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O principio fundamental é o de auto-referéncia: Gddel parte do sistema for-
mal para a aritmética, definido em Principia Mathematica (PM) [13], e “reescreve-
o”utilizando a linguagem dos numeros naturais. Este processo de aritmetizacao
permite que os conceitos e as propriedades daquele sistema formal sejam transfor-

mados em conceitos e propriedades sobre os niimeros naturais.

Em suma, a aritmetizagao de Godel é um mapeamento entre os elementos do
sistema formal e os niimeros naturais. A seguir , apresenta-se uma pequena variagao
do mapeamento original utilizado po Goédel, encontrado em Nagel and Newman
[14]. Inicialmente, tem-se os simbolos do sistema formal, na tabela a seguir. A

correspondéncia é feita com os 7 primeiros niimeros impares.

simbolo significado nimero

- negacao 1

— se-entao 3

3 existe 5

0 Z€ero 7

suc fungao sucessor 9

( abre paréntese - separador 11

) fecha paréntese - separador 13
Considera-se também a existéncia de 3 tipos de varidveis: (1) x1,z9,- - que
podem ser substituidas por nimeros; (2) oy, ag, -+ - que podem ser substituidas por
férmulas; e (3) Py, Py, -+ que podem ser substituidas por predicados. A numeracao

das varidveis é como mostra a tabela a seguir.

variavel numero exemplo
; i-ésimo primo > 13 17,19,23,29- -
a; i-ésimo primo > 13 ao quadrado | 172,192,232 292 ...
P, i-ésimo primo > 13 ao cubo 173,193,233,293, ...

O numero de Godel de uma expressao de k simbolos é o produto dos k
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primeiros primos elevados aos nimeros de Godel de seus constituintes. Por exemplo:

- a7
! \:
172
2l x 37
ou ainda, o exemplo:
P ( suc ( 1 ) )
1 3 ! 3 1 !
173 11 9 11 17 13 13

1T 3l 59 7L 1117 1313 1788

O nimero de Godel de uma seqiiéncia de k expressoes é o produto dos k

primeiros primos elevados aos nimeros de Godel de cada expressao. Por exemplo,
2 3 ~ ,

sen=2'x3" em=2"" x 3" x5 x 7" x 11'7 x 133 x 17'3 entdo o ntimero de

Godel da sequéncia -y, Py(s(z1)) é 2" x 3™.

A aritimetizacao das seqiiéncias de férmulas pode ser aplicada a qualquer
sequiéncia finita de formulas, especialmente nas demonstracoes axiomaticas, cujas de-
finigoes sao obtidas por inducao. Embora Godel objetivasse demonstrar a relagao de
consisténcia através da aritmética de Peano, Guerreiro [10] ressalta que tal método
permite que qualquer linguagem seja reproduzida de maneira semelhante, especial-

mente as linguagens de programacao.

Além do fato que um nimero de Godel representar apenas um simbolo ou
formula, outra caracteristica importante desse método é o fato de que qualquer
nimero de Godel pode ser revertido novamente na féormula ou simbolo original,

bastando para isso decompor esse niimero em numeros primos.

Como sera observado a seguir, a tabela de substituicao proposta por Godel
em [15] é suficiente para traducdo de axiomas da aritmética de Peano. Mais tarde,
Stephen Cole Kleene, um dos alunos de Godel em seu curso apresentado na Univer-
sidade de Princeton em 1934, desenvolveria a teoria das fungdes recursivas (objeto
de estudo no Capitulo [3) propondo um conjunto de fungoes iniciais e um conjunto
de construtores de funcoes que podem ser encadeados, traduzindo assim qualquer

fungao computével [16].
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A primeira vista, pode parecer que a associacao ¢é insuficiente para um algo-
ritmo completo ou mesmo para traduzir os axiomas da aritmética de Peano. Até
mesmo por isso, foi acrescentada a associacao com primos maiores que 13 para ob-
ter os exemplos ja expostos. Godel sobrepoe estas dificuldades através do conceito
de fungdes recursivas primitivas (ver Capitulo [3) onde, uma vez definidas fungoes
muito simples e estabelecendo algumas regras, é possivel derivar qualquer fungao

que possua um numero finito de etapas.

Kleene amplia esse resultado, afirmando que uma fungdo (ou programa) é
computavel se puder ser obtida a partir de algumas funcoes basicas e da definicao de
alguns construtores, ou seja, ele define o que se pode processar por um computador.
Embora esse resultado seja eminentemente teérico [16], o trabalho necessério para

verificar a computabilidade de funcoes é muito simples.

Como estes modelos de computacao serao estudados nos proximos capitulos,
o foco no momento sera o processo de Godel. Para reconhecer uma expressao, dado

seu niumero de Godel n, basta observar certas regras, como:

1. se n < 13 é impar, a expressao ¢ um simbolo;

2. se n > 13 é impar e é poténcia de um nimero primo, a expressao ¢ uma

variavel;
3. se n é par, decompondo-se n em fatores primos:

(a) se for o produto de primos sucessivos com expoentes impares, entao po-

tencialmente é uma férmula;

(b) se for o produto de primos sucessivos com expoentes pares, entao poten-

cialmente é uma seqiiéncia de mais de uma férmula.

Outras condigoes devem ser observadas para que um natural seja nimero
de Godel para uma férmula. Por exemplo, 30 = 2! x 3! x 5! corresponde a ———,
que nao é uma férmula no sistema formal pretendido. De qualquer modo, o leitor
pode imaginar como construir um programa que enumere/reconhega férmulas de

um sistema formal com os simbolos apresentados, segundo esta aritmetizacao.
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Para aritmetizar o conceito de derivavel por Modus Ponens, observe o exem-

plo:

féormula nimero

Py(z1) = Pi(z1) | 219 x31 x 517 x 783 % 113 x 1317 x 1711 x 1919 x 2313
Py(z1) 219% 5 311 5 pIT 5 713

Py(z1) 217 5 311 % 519 5 713

O nuimero da segunda premissa é o produto dos 4 fatores primos iniciais da
primeira premissa. Os expoentes da conclusao sao os mesmos dos fatores primos da
primeira premissa, apds o fator 113 correspondente ao simbolo —. Novamente, o
leitor deve imaginar como construir um programa que aplique Modus Ponens sobre

dois ntimeros de Godel. Este programa computa a funcao caracteristica da relagao

DerivdvelPorMP(x,y,z).

Para aritmetizar a regra de substituicao de uma variavel por um termo, ob-

serve o exemplo:

férmula nimero

Py(z1) 2170 x 311 % 517 x 713

suc(0) 29 x 311 x 57 x 713
Pi(suc(0)) | 217 x 311 x 59 x 711 x 117 x 1313 x 1713

H4, de fato, uma substituicao do fator 5'7 correspondente ao x;, com a in-
ser¢ao dos expoentes do numero de suc(0) aplicados aos primos a partir do 5, e
os expoentes dos fatores a direita do 5!7 foram deslocados para primos apés o
13. O programa assim descrito computa a funcao caracteristica da relagao De-

rivdvelPorSUB(z,y).

Extrapolando estas observagoes, Godel criou predicados aritméticos para con-
ceitos tais como SerFormula, SerAzioma, SerTeorema, todos eles conjuntos recursi-

vos. Para chegar ao ponto crucial do teorema, foram utilizados, especialmente:

1. a fungao sub(y,17,y), que calcula o nimero de Godel da férmula obtida a

partir da férmula de ntimero y (Pi(x;)), pela substituigdo da varidvel x; por
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y novamente. Por exemplo:

sub( 27 x 35T 7B | 17, 21T x3Ux59x7B )
} 1 }
Py (z1) zy 217 x 31 x 517 x 713

é 0 ntimero de Godel de Py (27 x 3 x 517 x 713) isto 6, Py(Py(x1)).
2. o predicado E’ProvaPam(y, z) que representa que a seqiiéncia de formulas de
numero de Godel y é uma deducao para a féormula de nimero de Godel z.
Considere entao a formula:
—3zy EProvaPara(zy, x3) - (Gy)

que diz, essencialmente, “nao existe uma deducao para a féormula de nimero de

Godel z3”. Substituindo z3 por sub(z,17,x1) temos
—3z, EProvaPara(zy, sub(zy,17,21)) -+ (Gy)

que diz, essencialmente, “nao existe uma deducao para a formula de nimero de
Godel sub(z1,17,21)”. Em seguida, seja n o nimero de Godel de (G;). Portanto, o

valor de sub(n,17,n) é o nimero de Godel de
—3zy EProvaPara(z,, sub(n,17,n)) --- (G)
que diz, essencialmente, “nao existe uma dedugao para (G)”.
Analisando o conteido da férmula (G), temos duas possibilidades:
1. se existe uma deducdo no sistema formal da aritmética para (G), entao é
possivel deduzir uma contradi¢ao dentro do sistema;

2. se nao existe uma dedugao para (G) entao (G) é verdadeira, porém nao é
possivel deduzir todas as verdades aritméticas dentro do sistema, ja que (G)

nao é dedutivel.

Diante desta situacao, Godel se viu numa situacao delicada em que era ne-
cessario fazer uma escolha: (1) ou que existem enunciados verdadeiros que nao po-

dem ser demonstrados; (2) ou que existem demonstragoes podem provar a afirmagcao
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e a negacao de um mesmo enunciado. Sob esta ética, Godel foi obrigado a postular

os Teoremas da Incompletude e da Consisténcia, descritos a seguir.

Teorema 1.1 [Teorema da Incompletude] Todo sistema axiomdtico consistente e
recursivo para a aritmética possui enunciados indecidiveis. Em particular, se os axi-
omas do sistema sao enunciados verdadeiros, pode existir um enunciado verdadeiro

que nao ¢é demonstravel dentro deste sistema.

Teorema 1.2 [Teorema da Consisténcia] Um enunciado que expressa a consisténcia
de um sistema axiomadtico recursivo para a aritmética nao é demonstravel dentro

deste sistema.

Apoés este trabalho, varios matematicos e filésofos avancaram sobre os teore-
mas ampliando suas implicagbes para matematica (Alfred Tarski, 1902-1983; Paul
Cohen, 1934-2007; John Rosse, 1907-1989), para a informatica (Johann Von Neu-
mann, 1903-1952; Alonzo Church, 1903-1995; Alan Turing, 1912-1954; Joseph Ber-
nard Kruskal, 1928-2010) e para a filosofia (Hao Wang, 1921-1995), tais como:

e Nenhum programa de computador pode demonstrar todas as proposicoes ver-
dadeiras da matematica. Uma vez que a recursividade corresponde a um
dos paradigmas da Computabilidade (Tese de Church-Turing) é natural que
a Ciéncia da Computagao assuma que existem enunciados que nao podem ser
provados ou refutados, e ainda, que o principio de bivaléncia do valor verdade

deve ser rejeitado;

e Nenhuma programa de computador pode ser, ao mesmo tempo, nao contra-

ditério e completo;

e Nao existe programa capaz de verificar, de antemao, a presenca de lagos infini-
tos em um programa, isto ¢, nao existe um algoritmo que pode ser aplicado a
qualquer programa arbitrario, com uma entrada, para decidir se este programa

para ou nao com a dada entrada.

A imediata recepcao pelos matemaéticos da época a apresentacao dos teore-
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mas de Godel ] foi cautelosa. Essa cautela se justificava pela divergéncia nio s6
aos resultados matematicos apresentados na mesma época, mas também ao dire-
cionamento “hilbertiano” que os trabalhos tomavam em geral. Um claro exemplo
pode ser encontrado na citagao que Hilbert realizou apenas dois dias depois no
mesmo congresso (ainda ignorante aos resultados alcangados por Godel): “Para o
matemadtico, nao existe ignorabinus (ignoraremos) e, na minha opinido, o mesmo
vale para as ciéncias naturais. A verdadeira razao porque ainda nao conseguimos
encontrar um problema insolivel reside, segundo creio, no fato deles nao existirem.

(...)", conforme Guerreiro [10].

Essa multiplicidade de implicagoes que torna o trabalho de Goédel atrativo
a matemadticos e leigos. Como se pode verificar em Kubrusly [17] e Guerreiro [10]
seus teoremas inspiram as mais diversas conclusoes, enveredando até a teologia, area
abordada matematicamente por Godel no fim de sua vida. Contudo, é a “derrocada
da pretensa seguranga” [I0] da matemadtica o resultado geral que mais se sobressai
para ambos os grupos. O desenvolvimento da matematica e de ciéncias correlatas
como a informatica, traduzem, de certa forma, o desenvolvimento do préprio pensa-
mento humano e, por isso, da propria humanidade. As demonstragoes de Godel em
1931 marcaram um momento de inflexao da matemética moderna, indo mais longe
que mera demonstracao da falibilidade da disciplina: Godel expande o dominio da
matemaéatica promovendo uma nova abordagem através de sua logica e sua reper-

cussao ¢ claramente visivel nos dias de hoje através da informaética.

1.4 Conclusoes e leituras recomendadas

Sem duvida, o mais conhecido e respeitado dos especialistas em Godel é
Smullyan, cuja bibliografia sobre o tema de indecidibilidade é bastante extensa.
Entre seus livros encontram-se textos extremamente profundos como [11] e [I8]; e
livros lidicos, que ilustram o conceito através de enigmas e charadas, tais como

[19], [20]. Goldstein [21I] também oferece um material didético e profundo sobre a

5Congresso sobre teoria do conhecimento nas ciéncias exatas (1931) realizado na cidade bohemia

de Konigsberg, hoje Kaliningrado, anexada a Russia apés a II Guerra Mundial.
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prova de Godel. O texto de Hofstadter [22] contém discussoes sobre auto-referéncia,
comparando os trabalhos de Godel na matematica, Escher nas artes plasticas e Bach

na musica.

Especulacoes sobre o significado e as conseqiiéncias do Teorema da Incom-
pletude, tanto em matematica como em filosofia sao abundantes. Algumas destas
conseqliéncias sao aceitas com restrigoes sérias, por parte da comunidade cientifica,
e o préprio Godel em trabalhos que sé foram publicados apds sua morte em Janeiro
de 1978 [23], discute exaustivamente questoes que variam, desde o conceito de inte-
ligéncia até a possibilidade (na qual ele acreditava) da existéncia de Deus. Dentre
as obras que abordam o legado 16gico-filoséfico de Godel recomenda-se fortemente a
colegao [24]. O texto Reflections on Kurt Gédel [25] contém uma excelente biografia

comentada pelo grande logico Hao Wang.

1.5 Exercicios

1.1 Explique o que se entende por atividade inteligente e atividade computavel.
1.2 Qual é a proposta da Tese de Church-Turing?
1.3 Calcule o nimero de Godel associado & expressao Py(r1) — «.

1.4 Determine a expressao associado ao numero de Godel 37.968.750.
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