
4.3 Lógica de Primeira Ordem

Na lógica proposicional as primitivas básicas são chamadas de átomos que

expressam valores 0 ou 1. Através dos átomos são escritas as fórmulas, e estas

são empregadas para expressar idéias complexas. O átomo é tratado como uma

unidade indiviśıvel, sendo ignorados sua composição e estrutura. Entretanto muitas

idéias não podem ser tratadas deste modo simplificado. Considere, por exemplo, as

seguintes sentenças:

Todo homem é mortal.

Uma vez que João é homem, então João é mortal.

O racioćınio intuitivo leva o leitor a reconhecer como correta a conclusão

acima. Contudo, a primeira sentença não pode ser representada sob a ótica da

lógica proposicional, pois não é uma sentença meramente declarativa. Neste sentido,

através da lógica de primeira ordem, serão usadas mais três noções lógicas, a saber:

termo, predicado e quantificador.

Suponha que se deseja representar “João ama Maria”. Primeiro define-se

um predicado ama(x, y), e em seguida, é feita sua instanciação, ama(João,Maria).

Além disto, se João for pai de Fulano, pode-se reescrever o predicado ama como

sendo ama(pai− de(Fulano),Maria).

Informalmente, dizemos que João, Maria e Fulano são śımbolos individuais,

ou constantes. As constantes representam qualquer objeto sobre o qual se deseja

descrever algo. A noção de constante é uma representação ampla, podendo ser

dividida em constantes concretas (a praia, o carro, ...), constantes abstratas (a

amizade, o amor, ...) e constantes fict́ıcias (o Papai Noel, o Homem-Aranha, ...).

As variáveis x e y são chamadas de śımbolos variáveis. Estes śımbolos

variáveis permitem estabelecer fatos a respeito de objetos do Universo, sem que

haja necessidade de torná-los expĺıcitos. Desta forma, as variáveis x e y podem as-

sumir um valor verdadeiro ou falso de acordo com a quantificação e a substituição

que será feita.

A função pai−de e ama são chamados de śımbolos predicativos. Eles são res-
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ponsáveis por representar propriedades ou relações entre objeto do Universo. Deste

modo, estas funções mapeiam a pessoa chamada Fulano sobre aquela que é seu

pai. Além disto, observe que os śımbolos predicativos recebem um certo número de

argumentos. Assim, se um śımbolo predicativo P possui n argumentos, chama-se P

de śımbolo predicativo de n-argumentos.

Definição 4.7 [Termo]Termo é definido recursivamente como:

(i) Uma constante é um termo;

(ii) Uma variável é um termo;

(iii) Se P é um predicado de n-argumentos, e t1, . . . , tn são termos, então P (t1, . . . , tn)

é um termo;

(iv) Todos os termos são obtidos a partir destas regras.

A constante Fulano é um termo, e o predicado pai − de é um śımbolo

predicativo de 1-argumento. Assim, pai − de(Fulano) é um termo, bem como

pai− de(pai− de(Fulano)), denotando o avô de Fulano, também é um termo.

Definição 4.8 [Átomo] Se P é um śımbolo predicativo de n-argumentos e t1, . . . , tn

são termos, então P (t1, . . . , tn) é um átomo.

Uma vez que um átomo se encontra definido, pode-se utilizar os mesmos

conectivos lógicos da lógica proposicional. Além disto, dado que foram introduzidas

variáveis à representação, também é posśıvel utilizar o quantificador universal ∀ e

o quantificador existencial ∃. Se x for uma variável, então (∀x) é lido com ”para

todo x”ou ”para cada x”, enquanto que (∃x) é dito ”existe um x”, ”para algum x”,

”para ao menos um x”.

As sentenças listadas a seguir apresentam suas respectivas representações em

lógica, chamadas fórmulas :

(a) Todo número racional é um número real.

(∀x) (Q(x)→ R(x))
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(b) Existe um número que é primo.

(∃x) primo(x)

(c) Para todo número x, existe um número y tal que x < y.

(∀x)(∃y) menor(x, y)

O escopo de um quantificador em uma fórmula corresponde ao trecho desta

fórmula ao qual o quantificador se aplica. Por exemplo, o escopo de ambos os quan-

tificadores universal e existencial na fórmula (∀x)(∃y) menor(x, y) é menor(x, y).

O escopo para o quantificador universal na fórmula (∀x) (Q(x)→ R(x)) é Q(x)→

R(x). Observe que na primeira situação o escopo não está explicitamente definido

pelos śımbolos ( e ), enquanto na segunda situação este escopo encontra-se expĺıcito.

Definição 4.9 Uma ocorrência de uma variável em x em uma fórmula é ligada se

x é uma variável de um quantificador na fórmula, ou se x está no escopo de um

quantificador (∀x) ou (∃x) na fórmula. Caso contrário, a ocorrência de x é livre.

Definição 4.10 [Fórmula Bem Formada] Uma fórmula bem formada, ou simples-

mente fórmula, na lógica de primeira ordem é definida como:

(i) Um átomo é uma fórmula;

(ii) Se F e G são fórmulas, então (¬F ), (F ∨ G), (F ∧ G), (F → G) e (F ↔ G)

são fórmulas;

(iii) Se F é uma fórmula e x é uma variável livre de F , então (∀x) F e (∃x) F são

fórmulas;

(iv) Fórmulas são geradas a partir de um número finito de aplicações de (i), (ii) e

(iii).

Sempre que posśıvel, e baseando-se na simplificação da representação da

fórmula, pode-se omitir alguns parêntesis. Por exemplo, (((∃x) A) ∨ B) pode ser

simplificado para (∃x)A ∨B.

A representação do conhecimento empregado predicados envolve o uso de

quatro categorias de sentenças, chamadas enunciados categóricos :
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• Universal Afirmativo: estabelece que um relacionamento é um subconjunto de

outro, normalmente representado com uma fórmula similar a (∀x) [P (x)→ Q(x)].

Sentença: Todos os poĺıticos são ladrões.

Representação: (∀x)
[
poĺitico(x)→ ladrão(x)

]
• Universal Negativo: estabelece uma relação de disjunção entre relacionamen-

tos, normalmente representado com uma fórmula similar a (∀x) [P (x)→ ¬Q(x)].

Sentença: Nenhum poĺıtico é honesto.

Representação: (∀x)
[
poĺitico(x)→ ¬honesto(x)

]
• Particular Afirmativo: estabelece que os relacionamentos P e Q têm uma

intersecção não vazia, normalmente representado com uma fórmula similar a

(∃x) [P (x) ∧Q(x)].

Sentença: Alguns poĺıticos são honestos.

Representação: (∃x)
[
poĺitico(x) ∧ honesto(x)

]
• Particular Negativo: estabelece que existem elementos do relacionamento P

que não estão em Q, normalmente representado com uma fórmula similar a

(∃x) [P (x) ∧ ¬Q(x)].

Sentença: Alguns poĺıticos não são honestos.

Representação: (∃x)
[
poĺitico(x) ∧ ¬honesto(x)

]
Exemplo 4.3 Inicialmente, considere que se deseja traduzir as sentenças ”Todo

homem é mortal. João é homem. Deste modo, João é mortal”. Denote ”x é

homem”por homem(x), e ”x é mortal”por mortal(x). Assim, a sentença ”todo ho-

mem é mortal”pode ser representada por (∀x)(homem(x) → mortal(x)). Observe

que até esse ponto nada foi modelado sobre a constante João. Assim, ”João é ho-

mem”é representado por homem(João), e ainda, ”João é mortal”por mortal(João).

Desta forma, a sentença final é (∀x)(homem(x) → mortal(x)) ∧ homem(João) →

mortal(João).

Na lógica proposicional, uma interpretação é uma atribuição de valores ver-

dade para um átomo. Em lógica de primeira ordem, uma vez que existem variáveis

envolvidas, as interpretações não são tão imediatas. A idéia central é definir um

domı́nio D sobre o qual a fórmula é aplicada. Com base nos valores verdade assu-
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midos pelos predicados instanciados por elementos deste domı́nio D, verifica-se qual

o resultado é obtido para toda a fórmula.

Exemplo 4.4 Considere as fórmulas (∀x)P (x) e (∃x)¬P (x). Uma interpretação

pode ser descrita como se segue:

Domı́nio: D = 1, 2

Valores assumidos por P : P (1) = 1 | P (2) = 0

O valor de (∀x)P (x) para esta interpretação é 0 porque P (x) não é 1 para ambos

x = 1 e x = 2. Por outro lado, uma vez que ¬P (2) = 1, então (∃x)¬P (x) é 1 para

esta interpretação.

Exemplo 4.5 Considere a fórmula (∀x)(∃y)P (x, y) . A interpretação é definida

como se segue:

Domı́nio: D = 1, 2

Valores assumidos por P : P (1, 1) = 1 | P (1, 2) = 0 | P (2, 1) = 0 | P (2, 2) = 1

Se x = 1, então existe um y, no caso y = 1, que torna o predicado P (1, y) = 1.

Se x = 2, então também existe um y, neste caso y = 2, o que torna o predicado

P (2, y) = 1.

Desta forma, para esta interpretação (∀x)(∃y)P (x, y) = 1 .

Exemplo 4.6 Considere a fórmula G : (∀x)(P (x) → Q(f(x), a)). Nesta fórmula

existe uma constante a, uma função f , e dois predicados P e Q. A interpretação I

de G é avaliada conforme a seguir:

Domı́nio: D = 1, 2

Valores assumidos por a: a = 1

Valores assumidos por f : f(1) = 2 | f(2) = 1

Valores assumidos por P : P (1) = 0 | P (2) = 1

Valores assumidos por Q: Q(1, 1) = 1 | Q(1, 2) = 1 | Q(2, 1) = 0 | Q(2, 2) = 1

Se x = 1, então

P (x)→ Q(f(x), a) = P (1)→ Q(f(1), a)

= P (1)→ Q(2, 1)

= 0→ 0 = 1
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Se x = 2, então

P (x)→ Q(f(x), a) = P (2)→ Q(f(2), a)

= P (2)→ Q(1, 1)

= 1→ 1 = 1

Uma vez que P (x) → Q(f(x), a) é 1 para todos os elementos x no domı́nio D, a

fórmula G = 1 sob a intepretação I.

4.4 Forma Normal Prenex

Em lógica proposicional foram introduzidos os conceitos de formas normais

conjuntivas e disjuntivas. Em lógica de primeira ordem também existe uma forma

normal, neste caso conhecida como forma normal prenex. A razão principal para

se considerar fórmulas escritas em forma normal prenex deve-se às tentativas de

simplificar o processo de prova, conforme será visto mais adiante.

Definição 4.11 [Forma Normal Prenex] A fórmula F em lógica de primeira ordem

é dita esta em forma normal prenex se e somente a fórmula F encontra-se segundo

o padrão (Q1x1) . . . (Qnxn)(M), onde (Qixi) pode ser tanto (∀xi) como (∃xi), e M

uma fórmula sem quantificador algum. (Q1x1) . . . (Qnxn) são chamados de prefixo

e M de matriz da fórmula F .

Deste modo, na Fórmula Normal Prenex, o escopo dos quantificadores deve

ser a fórmula inteira. Assim, a fórmula (∀x)(∀y)(P (x, y) ∧ Q(y)) e a fórmula

(∀x)(∀y)(∃z)(Q(x, y) → R(z)) encontram-se na forma normal prenex. As regras

de equivalência para normalização previstas na Tabela 4.5 de lógica proposicional

continuam válidas para a lógica de primeira ordem. Entretanto, para a lógica de

primeira ordem também existem algumas outras regras de equivalência válidas, tal

como apresentado na Tabela 4.9, cujas as demonstrações são simples e deixadas para

o leitor. Na tabela, considere que G é uma fórmula que não contém a variável x, e

ainda, Q pode ser tanto o quantificador ∀, como o ∃.

Neste momento, é importante observar que o quantificador universal ∀ e o
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[6] ISRAEL, D., “Reflections on Gödel’s and Gandy’s Reflection on Turing’s The-

sis”, Minds and Machines, v. 12, n. 2, pp. 181–201, 2002.

[7] SOBRINHO, J. Z., “Aspectos da Tese de Church-Turing”, Revista Matemática
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[32] HALMOS, P., Teoria Ingênua dos Conjuntos. Brasil, Edusp - Editora da Uni-

versidade de São Paulo, 1970.

[33] GRATZER, G., Universal Algebra. USA, Van Nostrand Company Inc., 1968.

[34] COHN, P. M., Universal Algebra. USA, Harper and Row, 1965.

[35] GALLIER, J. H., Logic for Computer Science. USA, John Wiley and Sons

Inc., 1987.

[36] PREPARATTA, F. P., YEH, R. T., Introduction to Discreate Structures for

Computer Science and Engineering. USA, Addison-Wesley Publishing Com-

pany, 1973.

278



[37] SHOENFIELD, J. R., Degrees of Unsolvability. North–Holland Publishing

Company, 1971.

[38] BRAINERD, W. S., LANDWEBER, L. H., Theory of Computation. USA,

John Wiley and Sons, 1974.

[39] EILENBERG, S., ELGOT, C., Recursiveness. New York: Academic Press,

1970.

[40] CARVALHO, R. L. D., OLIVEIRA, C. M. G. M. D., Modelos de Computação

e Sistemas Formais, 11a Escola de Computacão. Rio de Janeiro, Universidade

Federal do Rio de Janeiro, 1998.

[41] BRAINERD, W. S., LANDWEBER, L. H., Theory of Computation. John

Wiley & Sons, 1974.

[42] KLEENE, S. C., Introduction to Metamathematics. D. Van Nostrand Com-

pany, Inc., 1952.

[43] Rogers Jr., H., Theory of Recursive Functions and Effective Computability.

USA, McGraw-Hill Book Company, 1967.

[44] DAVIS, M., Computability and Unsolvability. New York, Dover, 1983.

[45] BOOLOS, G. S., JEFFREY, R. C., Computability and Logic. Cambridge Uni-

versity Press, 1974.

[46] MARTIN DAVIS, R. S., WEYUKER, E. J., Computability Complexity and

Languages. New York, Academic Press, 1994.

[47] MALLOZZI, J. S., LILLO, N. J. D., Computability with Pascal. New Jersey,

Prentice-Hall, Inc., 1984.

[48] TURING, A. M., The Undecidable, chapter On Computable Numbers, with

an Application to the Entscheidungsproblem, New York, Raven Press, pp.

115–151, 1965.

[49] ELGOT, C. C., ROBINSON, A., “Random-access stored-program machines,

an approach to programming languages”, Journal of the ACM, v. 11, pp. 365–

399, 1964.

279



[50] PREPARATTA, F. P., YEH, R. T., Introduction to Discrete Structures for

Computer Science and Engineering. Addison-Wesley Publishing Company,

1973.

[51] HENNIE, F., Introduction to Computability. Addison-Wesley Publishing Com-

pany, 1977.

[52] NELSON, R. J., Introduction to Automata. USA, Jonh Wiley & Sons, Inc.,

1968.
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