
Exemplo 5.14 Seja L(G) = {w = 0i1i2i|i ≥ 0} e seja p o comprimento de bom-

beamento. Tomando w = 0p1p2p, |w| ≥ p, divide-se w em cinco partes, isto é,

w = uvxyz. É necessário que |vxy| ≤ p, logo vxy não pode conter 0 e 2 ao mesmo

tempo.

Supondo que o 0 não ocorra em vxy (o caso com o śımbolo 2 é análogo) e

fazendo i = 0, tem-se que o número de 1’s e 2’s em w0 = uv0xy0z = uxz é menor

que 2p. Além disso, o número de 0’s em w0 tem que ser p, logo w0 /∈ L(G) e L não

é livre de contexto.

Exemplo 5.15 Seja L(G) = {w = 0i10i10i|i ≥ 1} e seja p o comprimento de bom-

beamento. Tomando w = 0p10p10p, |w| ≥ p, divide-se w em cinco partes, isto é,

w = uvxyz. É necessário que |vxy| ≤ p e que |vy| > 0. Existe dois casos a serem

analisados: (1) quando vy não possui 0’s; (2) quando vy possui pelo menos um 0.

No primeiro caso, se vy não possui 0’s e |vy| > 0, então ou v = 1, ou y = 1.

Assumindo que v = 1 (para y = 1 a análise é análoga), então o bombeamento

produziria 1’s cont́ıguos, fazendo com que w /∈ L(G).

No segundo caso quando existe ao menos um 0 em vy e |vxy| ≤ p. Assim,

vxy é pequeno demais para acomodar todos os três agrupaentos de 0’s presentes em

0p10p10p. Assim, w = uv0xy0z = uxz possui pelo menos um bloco com p 0’s e pelo

menos um bloco com menos de p 0’s. Logo, uwz /∈ L(G).

5.7 Gramáticas Regulares

Na Seção 5.4 foi definido que gramáticas regulares G =< Σ,L,A,R > são

aquelas cujas regras de produção são da forma A → a, a ∈ T e A ∈ N e A →

aB, a ∈ T e A,B ∈ N , além de possuirem as propriedades de gramáticas tipo 2.

Desta forma, pode-se contruir uma gramática regularG3 =< Σ3,L3,A3,R3 >

obtida a partir da concatenação das gramáticas G1 =< Σ1,L1,A1,R1 > e G2 =<

Σ2,L2,A2,R2 > tal que L(G3) = {ab|a ∈ L(G1), b ∈ L(G2)}. Nesta gramática

tem-se que:
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- N3 = N1 ∪N2

- T3 = T1 ∪ T2

- A3 = A1

- R3 constrúıdo da seguinte forma:

1. Se A→ aB ∈ R1, então A→ aB ∈ R3

2. Se A→ a ∈ R1, então A→ aA2 ∈ R3

3. Todas as produções de R2 estão em R3

Exemplo 5.16 Seja uma gramática G1, com A1 = {S1} cujas regras de produção

são dadas por:

S1 → 0A

S1 → 1B

A→ 1

B → 2

e G2, com A2 = {S2} cujas regras de produção são dadas por:

S2 → a

S2 → bC

S2 → aS2

C → a

As linguagem produzidas por estas gramáticas são L(G1) = {01, 12} e L(G2) =

{a, aa, aaa, . . . , ba, aba, aaba, . . .}. A concatenação L(G3) = L(G2).L(G2) resulta

em {01a, 01aa, . . . , 01ba, 01aba, . . . , 12a, 12aa, . . . , 12ba, 12aba, . . .}. Para que isso

aconteça, as regras de produção passam a ser:
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S1 → 0A

S1 → 1B

A→ 1S2

B → 2S2

S2 → a

S2 → bC

S2 → aS2

C → a

De modo análogo, pode-se contruir uma gramática regularG3 =< Σ3,L3,A3,R3 >

obtida a partir da união das gramáticasG1 =< Σ1,L1,A1,R1 > eG2 =< Σ2,L2,A2,R2 >

tal que L(G3) = L(G1) ∪ L(G2) = {w|w ∈ L(G1) ∨ w ∈ L(G2)}. Nesta gramática

tem-se que:

- N3 = N1 ∪N2 ∪ A3

- T3 = T1 ∪ T2

- A3 = {S3}, onde S3 é um novo śımbolo não terminal

- R3 constrúıdo da seguinte forma:

1. R1 ∈ R3 substituindo todos os S1 do lado esquerdo da regra por S3

2. R2 ∈ R3 substituindo todos os S2 do lado esquerdo da regra por S3

3. Remove-se as produções S → Λ

4. Somente se repetem as regras que contém S1 e S2 se estes śımbolos apa-

recerem em algum momento no lado direito das produções

Exemplo 5.17 Utilizando as gramáticas G1 e G2 definidas no exemplo 5.16 tem-se
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que G3 = G1 ∪G2 é dada por:

S → 0A

S → 1B

A→ 1

B → 2

S → a

S → bC

S → aS2

C → a

S2 → a

S2 → bC

S2 → aS2

Por fim, se for considerada a estrela de Kleene, tem-se que L∗ = {Λ} ∪ L ∪

L.L∪L.L.L∪ . . ., isto é se w ∈ L∗ então w é obtido a partir da concatenação de zero

ou mais cadeias de L, algo parecido coma definição de Σ∗. Assim, o próximo passo

é definir uma gramática G =< Σ,L,A,R > a partir de G1 =< Σ1,L1,A1,R1 > tal

que L(G) = L(G1)∗. Nesta gramática tem-se que:

- N = N1 ∪ A

- T = T1

- A = {S}

- R constrúıdo da seguinte forma, com A,B 6= S1:

1. Se S1 → α ∈ R1 então S → α ∈ R

2. Se A→ aB ∈ R1 então A→ aB ∈ R

3. Se A→ a ∈ R1 então A→ aS ∈ R e A→ a ∈ R

4. S → Λ ∈ R

Exemplo 5.18 Seja L(G1) = {anbc|n ≥ 0} constrúıda pelo seguinte conjunto de

produções:
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S1 → aS1

S1 → bA

A→ c

L(G) = L(G1)∗ é dada por:

S → aS

S → bA

A→ cS

A→ c

S → Λ

Definição 5.8 Um conjunto regular sobre um alfabeto finito Σ é constrúıdo da

seguinte forma:

1. O conjunto ∅ é um conjunto regular sobre o alfabeto Σ;

2. O conjunto {Λ} com a cadeia vazia é um conjunto regular sobre o alfabeto Σ;

3. O conjunto {σ} com σ ∈ Σ é um conjunto regular sobre o alfabeto Σ;

4. Se A e B são conjuntos regulares sobre o alfabeto Σ então A ∪ B, A.B e A∗

são conjuntos regulares sobre o alfabeto Σ;

O modo de representação de conjuntos regulares é conhecido como Expressão

Regular, e é definido como se segue.

Definição 5.9 Uma expressão regular sobre um alfabeto finito Σ é definida como:

1. ∅ é uma expressão regular denotando o conjunto regular ∅;

2. Λ é uma expressão regular denotando o conjunto regular {Λ};

3. σ é uma expressão regular denotando o conjunto regular {σ};

4. Se a e b são expressões regulares denotando os conjuntos regulares A e B,

então (a+ b) é uma expressão regular denotando A∪B, (ab) é uma expressão

regular denotando A.B, e (a)∗ é uma expressão regular denotando A∗;5

5Na literatura, pode-se encontrar também a notação a+ para denotar a expressão regular pp∗,

porém esta notação não será empregada neste livro.
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Em alguns casos, quando não há ambiguidade, é posśıvel remover os parênteses.

Para isto é importante ter em mente que a ordem crescente de precedência (abrangência

do escopo) entre os operadores é ∗ ≺ . ≺ +. Desta forma, a expressão (0 + (1(0∗)))

pode ser reescrita como sendo 0 + 10∗.

Exemplo 5.19 A seguir são apresentados alguns significados de expressões regula-

res:

1. ab denota a linguagem regular L(G) = {ab};

2. a∗ denota a linguagem regular L(G) = {Λ, 0, 00, 000, . . .};

3. (a+ b) denota a linguagem regular L(G) = {a, b};

4. a∗b∗ denota o conjunto de todas as cadeias de a′s seguidas de todas as cadeias

de b′s e a cadeia nula;

5. (a∗b∗)∗ também denota o conjunto de todas as cadeias de a′s e b′s, incluindo

a cadeia nula;

6. (a+ b)∗ denota o conjunto de todas as cadeias de a′s e b′s, incluindo a cadeia

nula;

7. (a+ b)∗aab denota o conjunto de todas as cadeias de a′s e b′s, terminando com

o string aab;

8. (a+b)(♣+♦+♥+♠)∗ denota o conjunto de todas as cadeias de {♣,♦,♥,♠}∗,

começando com a ou b;

O processo de determinação da gramática correspondente a uma expressão

regular consiste em um problema de dividir para conquistar. Inicialmente divide-

se a expressão regular em fragmentos para os quais seja facilmente determinada a

gramática associada. Em seguida, vai se construindo a expressão original, operador

por operador (+, ., ∗), e refletindo estas operações em operações entre gramáticas

(∪, ., ∗, respectivamente). Por exemplo, seja a expressão regular (01 + 2). Esta

expressão pode ser dividida em dois fragmentos, 01 e 2, cada qual com sua gramática
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associada:

( 01︸︷︷︸
G1

+ 2︸︷︷︸
G2

)︸ ︷︷ ︸
G1∪G2

onde as regras destas gramáticas são dadas por:

L(G1) : S1 → 0A

A→ 1

L(G2) : S2 → 2

L(G1) ∪ L(G2) : S → 0A

A→ 1

S → 2

Exemplo 5.20 Determine as regras de produção associadas a expressão regular

(0 + 1 + 2)∗.

Para a determinação desta gramática, serão criados os fragmentos:

( 0︸︷︷︸
G1

+ 1︸︷︷︸
G2︸ ︷︷ ︸

G4

+ 2︸︷︷︸
G3

︸ ︷︷ ︸
G5

)∗

︸ ︷︷ ︸
G6

onde as regras destas gramáticas são dadas por:

L(G1) : S1 → 0 L(G5) : S5 → 0

S5 → 1

L(G2) : S2 → 1 S5 → 2

L(G3) : S3 → 2 L(G6) : S → 0S

S → 0

L(G4) : S4 → 0 S → 1S

S4 → 1 S → 1

S → 2S

S → 2

S → Λ
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Exemplo 5.21 Determine as regras de produção associadas a expressão regular

(00∗ + 1)2.

Para a determinação desta gramática, serão criados os fragmentos:

( 0︸︷︷︸
G1

0∗︸︷︷︸
G2︸ ︷︷ ︸

G5

+ 1︸︷︷︸
G3

)

︸ ︷︷ ︸
G6

2

︸ ︷︷ ︸
G7

onde as regras destas gramáticas são dadas por:

L(G1) : S1 → 0 L(G6) : S6 → 1

S6 → 0S2

L(G2) : S2 → 0S2 S2 → 0S2

S2 → Λ

L(G7) : S → 1S4

L(G3) : S3 → 1 S → 0S2

S2 → 0S2

L(G4) : S4 → 2 S4 → 2

L(G5) : S5 → 0S2

S2 → 0S2

S2 → Λ

O processo inverso de determinação de uma expressão regular a partir de um

conjunto de regras de uma gramática envolve algumas operações de uma álgebra

chamada Álgebra de Kleene. Assim, sejam α, β, γ expressões regulares, tem-se as

seguintes propriedades:

1. α + (β + γ) = (α + β) + γ

2. α.(β.γ) = (α.β).γ

3. α + β = β + α

4. α + α = α

5. α.(β + γ) = (α.β) + (α.γ)
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6. (β + γ).α = (β.α) + (γ.α)

7. Λ.α = α = α.Λ

8. α∗ = Λ + α.α∗

9. α∗ = (Λ + α)∗

Deste modo, para construir um expressão regular que denota L(G) a partir

de regras de produção, deve-se inicialmente associar uma linguagem a cada regra

de produção. Por exemplo, as regras de produção a seguir seriam mapeadas pelas

seguintes linguagens:

S → aS  L(S) = {a} .L(S)

S → bR  L(S) = {b} .L(R)

R→ aS  L(R) = {a} .L(S)

Em seguida, realiza-se a união das linguagens com mesma simbologia, obtendo-

se:

L(S) = {a} .L(S) ∪ {b} .L(R)

L(R) = {a} .L(S)

O passo seguinte é uma simplificação notacional que já remete a notação

das expressões regulares. Os sinais de { } são omitidos, e cada linguagem L(x)

é substitúıda por uma variável X. Por fim, a operação de ∪ é substitúıda pela

operação regular homomorfica a mesma, isto é, +. Assim, tem-se:

S = aS + bR

R = aS

A etapa seguinte é realizar as substituições das expressões a fim se compor

uma única expressão. Neste momento, começa-se a aplicar a álgebra de Kleene para

compor esta única expressão. Neste caso, substituindo o valor de R e S tem-se:

S = aS + baS = (a+ ba)S

Para prosseguir com o passo seguinte é importante observar uma propriedade

das expressões denotativas de linguagens. Seja a expressão X = αX + β, está
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associada às regras de produção:

X → β

X → αX

que produz a linguagem L(X) = {β, αβ, ααβ, αααβ, . . .} = α∗β. Esta observação

permite concluir queX = αX+β por ser substitúıdo porX = α∗β. Esta propriedade

é conhecida como lema de Arden.

Lema 5.2 [Lema de Arden] Sejam A e B linguagens de um alfabeto Σ, Λ /∈ A

e uma linguagem X descrita por ela mesma. O subconjunto de Σ∗ que satisfaz

X = AX +B é X = A∗B.

Desta forma, voltando à expressão S = (a + ba)S, e tomando α = (a + ba)

e β = Λ, tem-se que S = αS + β = α∗β = (a + ba)∗Λ = (a + ba)∗. Como o

śımbolo S é o śımbolo inicial da gramática G, tem-se que L(G) = L(S). Portanto,

L(G) = (a+ ba)∗.

De forma análoga ao que aconteceu na seção 5.6 , algumas vezes é necessário

ser capaz de avaliar se uma linguagem não é regular. Nesta seção será utilizado nova-

mente o pumping lemma (lema do bombeamento) para a execução desta atividade,

desta vez adaptado para linguagens regulares.

Lema 5.3 [Pumping Lemma para Liguagens Regulares] Se L(G) é uma linguagem

regular, então existe uma valor p (pumping length) onde, w ∈ L(G), com |w| ≥ p,

então w pode ser dividido em três partes w = xyz satisfazendo as condições:

(a) para i ≥ 0, xyiz ∈ L(G)

(b) |y| > 0

(c) |xy| ≤ p

As regras em uma gramática regular à direita são do tipo A → aB, onde

A,B ∈ N e a ∈ T (para gramáticas regulares à esquerda o racioćınio é análogo).

Assim, para produzir uma cadeia w, com |w| ≥ p são necessárias p derivações. Seja

#(R) o número de regras existentes em G e assuma o comprimento de bombeamento
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dado por p = #(R)+1. Desta forma, para produzir w com |w| ≥ p serão necessárias

ao menos p derivações, isto é, pelo menos #(R)+1 derivações. Ora, se existem #(R)

regras em G é porque ao menos uma regra R foi repetida (pigeonhole principle).

A derivação de w, com a regra R sendo repetida, é realizada como se segue:

w1 ⇒ · · · ⇒ wj−1︸ ︷︷ ︸
x

R⇒ wj ⇒ · · · ⇒ wk−1︸ ︷︷ ︸
y

R⇒ wk ⇒ · · · ⇒ wn︸ ︷︷ ︸
z

Assim, a cadeia que pode ser repetida fica cercada por duas outras cadeias,

produzindo a condição (a), xyiz, i ≥ 0. A condição (b) é facilmente satisfeita uma

vez que j 6= k e portanto |y| > 0. Além disso, como wk é a cadeia imediatamente

antes da regra R ser aplicada novamente, tem-se que |wk| = |xy| ≤ #(R) + 1, ou

seja, |xy| ≤ p, atendendo a condição (c).

Exemplo 5.22 Seja L(G) = {w = 0n1n|n > 0} e tomando o comprimento de bo-

meamento p, tem-se que w = 0p1p e |w| ≥ p. Dividindo w em três partes xyz, tem-se

que considerar três hipóteses distintas sobre y: (1) y só possui 0’s; (2) y só possui

1’s; (3) y possui 0’s e 1’s.

No primeiro caso onde y só possui 0’s, então x também só possui 0’s. Desta

forma xy2z tem que possuir mais 0’s do que 1’s, e portanto, xy2z /∈ L(G). O caso

onde y só possui 1’s é análoga a situação ora descrita.

No caso em que y possui 0’s e 1’s, então xy2z vai possuir uma seqüência

0i1k0i1k, com j > 0 e k > 0. Logo xy2z /∈ L(G).

Exemplo 5.23 Seja L(G) = {w = 0i1j|i > j} e tomando o comprimento de bome-

amento p, pode-se escolher w = 0p+11p e |w| ≥ p. Em seguida, divide-se w em três

partes xyz. Como uma das condições do pumping lemma é que |xy| ≤ p, tem-se

que y é composto somente por 0’s. Fazendo o bombeamento de y tem-se que a

cadeia xy2z também possuirá mais 0’s do que 1’s, o que em prinćıpio não contradiz

a linguagem L(G).

Contudo xyiz ∈ L(G), até mesmo para i = 0. Assim, fazendo w0 = xy0z =

xz se reduz a quantidade de 0’s em w0. Lembrando que w possui apenas um 0 a

mais que 1, então xz não pode ter mais 0’s que 1’s, e portanto w0 /∈ L(G).

195



Referências Bibliográficas
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na Tradu çã o para o Racioćınio Computacional, Report, Universidade Federal

do Paraná, 2009.
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