
Caṕıtulo 3

Funções Recursivas

Neste caṕıtulo será estudada uma classe especial de funções, as funções re-

cursivas que têm como conjuntos de partida Nn para algum n > 0 e como conjunto

de chegada N. A motivação para esta classe de funções é de capturar a intuição

sobre funções computáveis. Estas funções serão apresentadas de maneira abstrata e

informal, como é usual em matemática.

A partir das funções recursivas serão apresentados certos conceitos mate-

máticos básicos para o estudo de computabilidade, relacionados aos domı́nios das

funções. Serão abordados os sistemas de representação, maneiras de fazer corres-

ponder termos abstratos a representações simbólicas. Também será demonstrada

a independência entre a propriedade “computável”de uma função e o sistema de

representação adotado para o conjunto de partida e chegada, tanto com respeito ao

conjunto de śımbolos quanto à dimensão.

Sob esta ótica, observe que no ińıcio do século XX, a crença na possibilidade

de resolução de qualquer problema matemático era amplamente aceita, principal-

mente devido ao matemático David Hilbert. Sua ambição de mecanizar o trata-

mento de problemas matemáticos contribuiu fortemente para a reformulação da

matemática, na direção de sistemas axiomáticos, nos moldes da geometria Euclidi-

ana.

Entretanto, em 1931 Kurt Gödel publicou o resultado da incompletude da

aritmética estabelecendo a não existência de procedimentos efetivos para julgar a
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veracidade ou falsidade de asserções (potenciais teoremas) a respeito da teoria dos

números naturais. Na demonstração deste resultado, tão fundamental para a ma-

temática, Gödel utilizou funções cujo cálculo é feito através de procedimentos finitos,

com passos bem determinados. Gödel e Jacques Herbrand definiram um conjunto

de funções, hoje conhecido como conjunto das funções recursivas, que capturam a

noção de cálculo ou computação finita.

Em 1936, Alonzo Church demonstrou a equivalência entre o conjunto de

funções definido por Gödel e Herbrand, e uma outra caracterização de procedi-

mento efetivo devida a Church e Stephen Kleene, o λ-calculus. Esta equivalência

levou Church a conjecturar que a definição de procedimento efetivo é completamente

caracterizada pelas funções recursivas. Esta conjectura é conhecida como Tese de

Church e até hoje é amplamente aceita.

Os formalismos usados para especificar algoritmos podem ser classificados

em Operacional, Axiomático e Denotacional (ou Funcional). O formalismo Opera-

cional define uma máquina abstrata baseada em estados, em instruções primitivas

e na especificação de como cada instrução modifica cada estado. No formalismo

Axiomático, associam-se regras às componentes da linguagem. As regras permitem

afirmar o que será verdadeiro após a ocorrência de cláusulas, considerando o que

era verdadeiro antes da ocorrência. Por fim, o formalismo Denotacional trata-se de

uma função constrúıda a partir de funções elementares de forma composicional no

sentido em que o algoritmo denotado pela função pode ser determinado em termos

de suas funções componentes.

A classe das funções recursivas pode ser representada por uma gama bastante

variada de formalismos. Neste caṕıtulo será utilizada uma linguagem básica cuja

origem pode ser encontrada em Eilenberg [39] ou em Brainerd [38]. O material

apresentado é uma teoria mais concreta, ou seja, mais formal e construtiva, na

qual as funções serão definidas dentro de um plano simbólico e de tal modo que os

referentes conceituais fiquem bem determinados.

Quando se fala do sucessor de um número natural, consideramos a função

suc : N→ N tal que suc(x) = x+1 como se o conjunto N fosse totalmente conhecido

e pressupondo um conhecimento anterior do significado da operação de somar 1.
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É claro que sabemos efetuar tal operação na representação arábica decimal, mas

esta representação não foi nem sequer mencionada na definição de suc, e ilustra a

necessidade premente de um cuidado mais formal. Nos próximos caṕıtulos serão

definidas as funções recursivas via sistemas de representação diversificados.

Serão introduzidas uma série de funções que realizam transformações no

espaçoW e que servem de base para a construção de linguagens, máquinas e progra-

mas. As funções são apresentadas na seguinte ordem: 1) funções iniciais, que servem

de base para todas as demais; 2) funcionais, ou seja, funções que geram funções a

partir de funções (composição, combinação e expoentização); 3) A partir de 1) e 2)

serão constrúıdas funções aritméticas, funções que manipulam tuplas, funções para

processamento de cadeias e alguns funcionais de particular interesse computacional.

Finalmente é apresentado o funcional repetição, que completa a linguagem básica

(LB). O leitor deve prosseguir como se estivesse aprendendo uma nova linguagem

de programação funcional.

A apresentação das funções é feita paralelamente com o uso ı́cones, que

são chamadas de componentes atômicos e moleculares. Esta linguagem gráfica

assemelha-se aos gráficos conhecidos como circuitos estudados em eletricidade.

3.1 Funções Recursivas Primitivas

Uma das maneiras usuais de apresentar funções matemáticas é através de

uma definição recursiva: um conjunto de valores da função é explicitado e os demais

valores são obtidos destes iniciais. Por exemplo, a conhecida seqüência de Fibonacci

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, · · · é definida como se segue:

Fib(0) = 1

Fib(1) = 1

Fib(x+ 2) = Fib(x+ 1) + Fib(x)

A definição recursiva é simples e possui operações matemáticas pouco custo-

sas, ao contrário de outras formas de representação. Note a diferença significativa
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da definição recursiva para a algébrica a seguir:

Fib(x) =

√
5

5
(
1 +
√

5

2
)x+1 −

√
5

5
(
1−
√

5

2
)x+1

Esta última definição apresenta operações matemáticas extremamente demoradas,

tais como divisão, ráız quadrada e exponenciação. Contudo, existe um ponto de

inflexão a partir do qual a representação algébrica conduz a um resultado mais

rapidamente do que a recursiva. Isto ocorre quando o valor de x é alto, pois neste

caso, a recursão precisaria passar por todos os x−1 resultados até computar o valor

de Fib(x).

Será utilizado o mesmo método de definição recursiva para definir a classe

de funções (primitivas) recursivas. Começa-se pela definição das funções iniciais,

cuja simplicidade é óbvia, que são de indiscut́ıvel calculabilidade. As funções ini-

ciais apresentadas nesta seção são formalismos que representam objetos finitos e

realizáveis1.

Definição 3.1 As seguintes funções são chamadas iniciais:

Zero zero : N→ N, tal que para todo x ∈ N

zero() = 0

Projeção para cada n > 0 e cada 1 ≤ i ≤ n

pr : Nn+2 → N, tal que para todo xn =< x1, x2, · · · , xn >∈ Nn

pr(n, i, xn) = xi

A função de projeção também é chamada de função de seleção. Além disto, a

pr(1, 1, x) = x é muitas vezes é chamada de função identidade id(x) = x.

1São nomes de processadores elementares, de um ponto de vista apenas conceitual é que são

funções, e portanto abstrações. A idéia é que tais processadores elementares sejam suficientemente

simples de tal modo que seja fácil imaginar sua posśıvel existência no plano real, e devem ser

suficientes para se constitúırem de base para a construção de processadores mais complexos que

representam a classe completa das funções recursivas. Assim em todas as definições se está tra-

tando da função (entidade abstrata) que os processadores reais computam e que são representadas

por uma linguagem. São usados os mesmos śımbolos para representar tais processadores e as

correspondentes funções.
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Sucessor suc : N→ N, tal que para todo x ∈ N

suc(x) = y, ν(y) = x+ 1

Observe que a função adição ainda não foi definida na hierarquia de funções

recursivas, por isto não deve ser utilizada na definição da funcão suc(x). O

leitor deve entender que o resultado desta função é y, cuja avaliação significa

o elemento posterior a x em uma enumeração qualquer, que aqui foi simplifi-

cadamente representado por x+ 1.

As funções iniciais são representadas pelas seguintes componentes atômicas:

zero · · · z q
projeção · · · πqq q

sucessor · · · sq q
A idéia é que { z q, sq q, πqq q } é o conjunto de componentes básicas

atômicas para a construção de máquinas mais complexas. Estas componentes são

fornecidas como caixas pretas obedecendo às especificações dadas pelas definições

abstratas. Pode-se também imaginar z qcomo um agente que cria um registro con-

tendo a palavra nula 0 cujo valor é 0. As demais componentes apenas transformam

ou destroem registros criados anteriormente. Assim, segundo esta interpretação,

apenas z q tem utilidade quando considerada isoladamente.

Os números naturais, por exemplo, podem ser definidos como uma sucessão

de componentes básicas atômicas justapostas uma após a outra:

0 : função primitiva recursiva zero(), isto é, z q.
1 : função primitiva recursiva suc(zero()), isto é, z q sq q.
2 : função primitiva recursiva suc(suc(zero())), isto é, z q sq q sq q.
n : função primitiva recursiva suc(. . . suc(︸ ︷︷ ︸

n

zero() . . .), isto é, z q sq q· · · sq q︸ ︷︷ ︸
n

.

De modo análogo, os valores booleanos também podem ser definidos como

uma sucessão de componentes básicas atômicas justapostas uma após a outra:

Falso : função primitiva recursiva zero(), isto é, z q.
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Verdadeiro : função primitiva recursiva suc(zero()), isto é, z q sq q.
A função identidade id(x) = x, apesar de ser derivada de pr(1, 1, x) = x e

não ser uma função inicial, também terá uma componente básica atômica de modo

a simplificar a representação. Esta componente será ιq q.
A seguir são definidas maneiras de construir funções a partir de funções an-

teriormente constrúıdas, no caso básico, as iniciais.

Definição 3.2 [Recursão Primitiva] Sejam f : Nn → N e g : Nn+2 → N, diz-se que

h : Nn+1 → N é definida por recursão primitiva se os valores de h são obtidos por

h(0, x1, · · · , xn) = f(x1, · · · , xn)

h(y + 1, x1, · · · , xn) = g(y, h(y, x1, · · · , xn), x1, · · · , xn)

Exemplo 3.1 A adição de números naturais pode ser definida por:

0 + x = x

(y + 1) + x = (y + x) + 1

Assim, toma-se f = pr(1, 1, ??) : N3 → N e g = suc ◦ pr(3, 2, ??, ??, ??) : N5 → N,

obtidas por composição a partir das funções iniciais, pode-se escrever:

h(0, x) = soma(0, x) = f(x) = pr(1, 1, x)

h(y + 1, x) = soma(y + 1, x) = g(y, h(y, x), x) = suc(pr(3, 2, y, soma(y, x), x))

= suc(soma(y, x))

É fácil ver que para todo x e todo y, soma(x, y) = x + y, portanto soma

é a adição de números naturais. E, além disso soma foi obtida por composição e

recursão primitiva a partir das funções iniciais. Neste caso, partindo da segunda

parcela, faz-se sucessor tantas vezes quantas forem indicadas pela primeira parcela.

Note também que para calcular a soma de dois números, por exemplo 3 e 5 seria

computado:

h(3, 5) = 3 + 5

soma(0, 5) = pr(1, 1, 5) = 5

soma(1, 5) = suc(pr(3, 2, 0, soma(0, 5), 5)) = suc(soma(0, 5)) = suc(5) = 6

soma(2, 5) = suc(pr(3, 2, 1, soma(1, 5), 5)) = suc(soma(1, 5)) = suc(6) = 7

soma(3, 5) = suc(pr(3, 2, 2, soma(2, 5), 5)) = suc(soma(2, 5)) = suc(7) = 8
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Definição 3.3 [Função Recursiva Primitiva] Uma função f : Nn → N é recursiva

primitiva se f for uma função inicial ou for obtida pela utilização de composição e

recursão primitiva a partir das funções iniciais.

Para mostrar que uma função f : Nn → N é recursiva primitiva, basta exibir a

sua definição informal como feito com a adição. Assim para a multiplicação tem-se:

0.x = 0

(y + 1).x = y.x+ x

∥∥∥∥∥∥ h(0, x) = f(x)

h((y + 1), x) = g(y, h(y, x), x)

sem precisar explicitar a forma

produto(0, x) = zero()

produto(y + 1, x) = soma(pr(3, 2, y, produto(y, x), x), pr(3, 3, y, produto(y, x), x))

= soma(produto(y, x), x)

que obedece a definição formal de recursão primitiva.

Exemplo 3.2 Definição informal das seguintes funções:

Predecessor pred, função que retorna o antecessor de um número de uma lista x

de n objetos.

pred(0) = 0

pred(x) = pr(suc(n), x, zero(), x)

Note que para calcular o predecessor de 3, seria computado:

pred(3) = pr(suc(n), 3, 0, 1, 2, 3, 4, · · · , n)

Subtração própria monus, função cujo resultado é (x− y) se x ≥ y e 0 de x < y

monus(x, 0) = pr(1, 1, x)

monus(x, y + 1) = pred(monus(x, y))

Note que para calcular 3− 2, deve ser computado:

monus(3, 0) = 3

monus(3, 1) = pred(monus(3, 0)) = pred(3) = 2

monus(3, 2) = pred(monus(3, 1)) = pred(2) = 1
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Lema 3.1 As funções a seguir são recursivas primitivas:

(a) exp(x, y) = xy, y ≥ 0

(b) !(x) = x!

(c) somatório(x) =
∑x

n=0 n

(d) modulo(x, y) = |x− y| =

 x− y se x ≥ y

y − x se x < y

(e) diferente(x, y) =

 1 se x 6= y

0 se x = y

(f) igual(x, y) =

 1 se x = y

0 se x 6= y

(g) menorigual(x, y) =

 1 se verdadeiro

0 se falso

(h) menor(x, y) =

 1 se verdadeiro

0 se falso

(i) maior(x, y) =

 1 se verdadeiro

0 se falso

(j) maiorigual(x, y) =

 1 se verdadeiro

0 se falso

(k) max(x, y) = maior número entre x e y

(l) min(x, y) = menor número entre x e y

(m) quo(x, y) = x div y

(n) not(x) =

 1 se x = 0

0 se qualquer outro valor de x

(o) and(x, y) onde x, y = 0 ou 1
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(p) or(x, y) onde x, y = 0 ou 1

(q) if(x, y, z)

 y se x 6= 0

z se x = 0

(r) mod(x, y) , resto da divisão de x por y

(s) for(i, n, c) = for(k = i; k ≤ n; k + +)c;

(t) dowhile(c, i, n) = do c while(i ≤ n);

Lema 3.2 Seja f : Nn+1 → N . As funções:

(a) · · ·
y=m∑
y=0

f(xn, y) = f(xn, 0) + f(xn, 1) + · · ·+ f(xn,m)

(b) · · ·
y=m∏
y=0

f(xn, y) = f(xn, 0).f(xn, 1). · · · .f(xn,m)

(c) · · ·
y=m∨
y=0

f(xn, y) = f(xn, 0) ∨ f(xn, 1) ∨ · · · ∨ f(xn,m)

(d) · · ·
y=m∧
y=0

f(xn, y) = f(xn, 0) ∧ f(xn, 1) ∧ · · · ∧ f(xn,m)

onde x ∨ y = ∨(x, y) e x ∧ y = ∧(x, y), são recursivas primitivas

Demonstração:

(a) Seja a função g definida por

g(0) = f(0)

g(x+ 1) = g(x) + f(x+ 1)

É claro que

g(n) =
x=n∑
x=0

f(x)

(b) semelhante à (a) bastando tomar g como sendo:

g(0) = f(0)

g(x+ 1) = g(x).f(x+ 1)

(c),(d) Sugere-se que o leitor demonstre.
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Se for desejado criar espaços de representação e transformá-los deve-se buscar

envelopamentos que permitam juntar tais componentes atômicas em objetos estru-

turados. Se for considerado juntar componentes e objetos já preparados em série,

pode-se obter componentes moleculares com estrutura linear.

Exemplo 3.3 A função constante f(x) = 2 pode ser obtida por composição como

f(x) = suc(suc(zero()))

Assim pode-se ter estruturas como a seguir:

1 · · · -z q sq q
2 · · · -z q sq q sq q
n · · · -z q sq q · · · sq q

︸ ︷︷ ︸
n

Estas componentes moleculares foram obtidas via uma disposição linear em

que a sáıda de uma componente atômica é usada como entrada para a próxima, da

esquerda para a direita. Note que se pode assim criar registros contendo todos os

elementos do espaço W . Estas componentes moleculares representam os números

naturais e pode-se utilizar figuras mais simples,

n q
para representar

-z q sq q · · · sq q
︸ ︷︷ ︸

n

Uma outra maneira de se obter componentes moleculares é por estruturação

vertical ou em paralelo, por exemplo:

-

-z q
z q

,

-
-

-z q
sq q

e

-

-

-

-sq q
sq q

que representam combinações em paralelo de 2 componentes atômicas. Pode-se ter

combinações em paralelo de componentes moleculares e atômicas:
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-

-z q
z q sq q

Pode-se ter componentes moleculares para representar qualquer tupla< x1, x2, · · · , xr >

de Wr. Por exemplo, para r = 3 e tomando ν(xi) = ni, tem-se que a componente

molecular a seguir cria três registros contendo n1, n2 e n3.

-

-

-n1 q
n2 q
n3 q

Para obter funções entre espaços quaisquer utiliza-se esquemas de construção

de funções a partir de funções. Em geral, se houver uma classe F de funções definidas

em um conjunto A1 e tomando valores em um conjunto A2, diz-se que F é uma

subclasse da classe A2
A1 , que é a classe de todas as funções de A1 em A2. Um

funcional é qualquer função que tome como parâmetros outras funções, por exemplo

F de (A2
A1)n em A2

A1 . No caso particular que está sendo estudado, tem-se funções

em WW . Assim nestes esquemas de construção de funções os funcionais são de

(WW)n em WW .

Definição 3.4 [Composição] Sejam as funções f : Nm → N, g1, · · · , gm : Nn → N.

A composição h de f com g1, · · · , gm é a função h : Nn → N, definida por:

h(x1, · · · , xn) = f(g1(x1, · · · , xn), · · · , gm(x1, · · · , xn))

A composição de uma função f com uma outra g é usualmente denotada por f ◦ g,

e ilustrada na Figura 3.1.

Definição 3.5 Sejam as funções f : Wr −→ Ws e g : Ws −→ Wt. A composição

de f e g é a função g ◦ f : Wr −→ Wt definida por:

g ◦ f(xr) = g(f(xr))
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Figura 3.1: Composição de funções.

- -fxr f(xr) - -g g(f(xr))

Exemplo 3.4 A partir das funções iniciais pode-se obter, pelo uso da composição:

s ◦ z = 1

s ◦ s ◦ z = 2
n︷ ︸︸ ︷

s ◦ s ◦ · · · ◦ s ◦z = n

Definição 3.6 Sejam as funções f : Wr → Ws e g :Wt →Wu. A combinação de

f com g é a função f × g : Wr+t → Ws+u, definida por:

f × g(xr , yt) =< f(xr) , g(y
t
) >

-
-y

t

xr

A
A
AU

�
�
��

- f × g(xr , yt)
�
���

A
AAU
- -gy

t
g(y

t
)

×

- -fxr f(xr)
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Todas as tuplas de W2 podem agora ser representadas, do mesmo modo

que são representados os elementos de W1. Assim < 0, 0 > é representado por

z × z. As tuplas de W3 também podem ser representadas, por exemplo < 0, 3, 1 >

é representado por z × s ◦ s ◦ s ◦ z × s ◦ z. Em geral, os pontos do espaço Wk são

representados por n1×n2×· · ·×nk e os ni por sni◦z. Note que os pontos do espaçoW

agora podem ser representados como r−tuplas de palavras no alfabeto Σ, ou como

componentes moleculares, ou ainda como expressões formadas por composição e

combinação das funções iniciais.

Todas as tuplas do espaço W podem ser realizadas (dependendo de inter-

pretação) no plano real por objetos compostos pelas componentes atômicos

z q
e sq q

através dos esquemas de composição (componentes arranjados em série) e com-

binação (componentes arranjados em paralelo). Por exemplo, considerando o alfa-

beto Σ = {�, �}, com ν2(�) = 1 e ν2(�) = 2, pode-se construirW1 = {�, �,��,��, . . .}.

Assim, tem-se que ν2(��) = 4 e sua componente molecular é z q sq q sq q sq q
sq q. De um modo geral uma palavra deW1 de valor n corresponde ao componente

molecular z q sq q· · · sq q︸ ︷︷ ︸
n

.

Note que não existe circularidade nesta representação, pois o n é utilizado

como recurso metalingúıstico para explicar a representação. Assim tem-se repre-

sentações finitárias para objetos reais, seja através da linguagem de representação

numérica, seja como componente molecular.

Se for considerado uma componente Pf realizando f : W1 → W1 e deseja-se

reaplicar tal função, por exemplo 5 vezes a uma certa palavra x de W1, pode-se

realizar a componente correspondente substituindo z q por x q e cada sq q
pela componente Pf .

z q sq q sq q sq q sq q sq q =⇒ x q- -Pf - -Pf - -Pf - -Pf - -Pf

Esta substituição corresponderia a reaplicar a função f a x. Para se obter a função

que seria aplicada a uma entrada qualquer x basta substituir z q por n q,
obtendo-se assim a componente molecular
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n q - -Pf - -Pf - -Pf - -Pf - -Pf

A figura a seguir representa uma maneira em que a operação de substituição

pode ser realizada utilizando-se apenas um componente molecular correspondendo a

Pf e o componente atômico n q. A chave em a está ligada inicialmente na posição

d. O controle recebe como entrada a representação do número de vezes que Pf deve

ser reaplicado. Se a entrada for z q então a chave em a é ligada na a posição b;

se a entrada for diferente de 0 então o controle liga a chave para a posição c e em

seguida retorna a chave para a posição d aguardando a próxima entrada atômica.

Isto é como ligar a chave cada vez que se passa uma conta do ábaco para a direita.

-?

- n q -
6rb

-r
c

�
��
rdr

a
-

Controle

Pf -

?�

6

1 -

Pode-se representar esta figura de modo mais simples por

· · ·
Pfq qr r

· · ·︸ ︷︷ ︸
6-q

q qr + 1 r

onde indica-se o número de entradas para Pf . O 1 somado a r significa mais uma

entrada para o controle, e

· · ·
Pfq qr r

· · ·︸ ︷︷ ︸
6-q

é para ser entendido como a repetição do componente Pf , o número de vezes indicado

por #.

Pfq qr r

73



Se P#
f : Wr+1 → W1 for a função computada por este componente, então

tem-se:

P#
f (xr, 0) = xr

P#
f (xr, y + 1) = Pf (P

#
f (xr, y))

evidenciando que esta maneira de realizar este tipo de repetição de uma função coin-

cide com o esquema de recursão primitiva. Mais tarde este tópico será rediscutido.

Por enquanto define-se o esquema de obtenção de novas funções que é motivado por

esta discussão.

Definição 3.7 [Expoentização] Seja a função f : Wr −→ Wr. A expoentização

de f é a função f# : Wr+1 −→ Wr, definida por:

f#(xr, 0) = xr

f#(xr, y + 1) = f(f#(xr, y))

Diz-se, também, que f# é definida por recursão primitiva a partir de f .

Observe que:

f#(x, 0) = x

f#(x, 1) = f(x)

f#(x, 2) = f(f(x))
...

A componente molecular para a expoentização de uma função f é representada pela

figura:

xr

y
-

-
-

· · · f · · ·︸ ︷︷ ︸
6

-q f#(xr, y)

A rigor seria necessário também dizer que a função expoentização é a com-

posição da função f consigo mesma, tantas vezes quanto o valor de y, aplicada a xr.

Logo, se f é computável, f# também é computável.

Informalmente, as funções recursivas primitivas são aquelas obtidas das fun-

ções iniciais e aplicação dos esquemas de composição (◦), combinação (×) e expo-

entização (#), o que gera uma coleção muito grande de funções.
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Definição 3.8 [Funções recursivas primitivas]

1. Diz-se que uma função f : W → W é recursiva primitiva se existe uma

seqüência f1, · · · , fn de funções emWW tal que f = fn e para todo i, 1 ≤ i < n

fi é uma função inicial ou fi satisfaz um dos itens abaixo:

(I) fi = fj ◦ fk 1 ≤ j, k < i

(II) fi = fj × fk 1 ≤ j, k < i

(III) fi = (fj)
# 1 ≤ j < i

2. Seja F um funcional de (WW)n em WW . Diz-se que F é recursivo primitivo

se e somente se para toda f ∈ dom(F ), se f recursiva primitiva então F (f) é

recursiva primitiva.

Seja f = ι# ◦ (s ◦ z × s ◦ z), então a seguinte seqüência de funções evidencia

que f é uma função recursiva primitiva:

f1 · · · z · · · (inicial)

f2 · · · s · · · (inicial)

f3 · · · s ◦ z · · · (f1 ◦ f2)

f4 · · · s ◦ z × s ◦ z · · · (f3 × f3)

f5 · · · ι · · · (inicial)

f6 · · · ι# · · · (f#
5 )

f7 · · · (ι)# ◦ (s ◦ z × s ◦ z) · · · (f6 ◦ f4)

Chega-se a um ponto em que se tem esboçada uma linguagem de programação,

definida a seguir.

3.2 A Linguagem Básica

Nesta seção será introduzida uma linguagem de programação chamada de lin-

guagem básica-∇ ou LB−∇. Esta linguagem é naturalmente obtida ao considerarem-

se as expressões formadas a partir das funções iniciais π, z, s e os esquemas de com-

posição ◦, combinação ×, expoentização #. O esquema de repetição ∇ é definido

na seção 3.8 e estende a linguagem posteriormente.
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[5] GÖDEL, K., Collected Works, v. 2, Gesammelte Mathematische Werke. Ox-

ford, Oxford University Press, 1990.
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[53] CARVALHO, R. L. D., Máquinas, Programas e Algoritmos, 2a Escola de Com-

putacão. Campinas, Universidade Estadual de Campinas, 1981.

[54] MENDELSON, E., Introduction to Mathematical Logic, Cole Mathematics

Series. 3 ed. The Wadsworth and Brooks, 1987.

[55] MANIN, Y. I., A Course in Mathematical Logic, Graduate Texts in Mathe-

matics 53. 1 ed. Springer-Verlag, 1977.

[56] HOMER, S., SELMAN, A. L., Computability and Complexity Theory, Texts

in Computer Science. 2 ed. Springer, 2011.

[57] CUTLAND, N. J., Computability: An introduction to recursive function the-

ory. Cambridge University Press, 1980.

[58] SIPSER, M., Introduction to The Theory of Computation, Course Technology

Series. 2 ed. Thomson, 2006.

[59] WALTER CARNIELLI, R. L. E., Computability: computable functions, logic

and the foundations of mathematics. Belmont, Wadsworth and Brooks, 1989.

[60] TARSKI, A., Logic, semantics, metamathematics, chapter Fundamental con-

cepts of the methodology of the deductive sciences, London, Oxford at the

Clarendon Press, pp. 60–109, 1969.

[61] ADAM YOUNG, M. Y., Malicious Cryptography: Exposing Cryptovirology.

John Wiley and Sons Inc., 2004.

280



[62] BONFANTE, G., KACZMAREK, M., MARION, J.-Y., A Classification of

Viruses through Recursion Theorems, volume 4497 of Lecture Notes in Com-

puter Science. 2 ed. CiE 2007, 2007.

[63] MACHTEY, M., YOUNG, P., An Introduction to the General Theory of Al-

gorithms. New York, North Holland, 1978.

[64] ROBINSON, J. A., “A machine oriented logic based on the resolution princi-

ple”, J. Assoc. Comput., v. 12, pp. 23–41, 1965.

[65] ROBINSON, J. A., “Automatic deduction with hyper-resolution”, Internat.

J. Comput. Math, v. 1, pp. 227–234, 1965.

[66] GILMORE, P. C., “A proof method for quantification theory: Its justification

and realization”, IBM Journal of Research and Devolpment, v. 4, n. 1, pp. 28–

35, 1960.

[67] DAVIS, M., PUTNAM, H., “A computing procedure for quantification the-

ory”, Journal of the ACM, v. 7, n. 3, pp. 201–215, 1960.

[68] CHANG, C.-L., LEE, R. C.-T., Symbolic Logic and Mechanical Theorem Pro-

ving. Academic Press Inc, 1973.

[69] KLEENE, S. C., Mathematical Logic. Wiley, 1967.

[70] HILBERT, D., ACKERMANN, W., Prinmciples of Mathematical Logic. Chel-

sea, 1950.

[71] MCCAWLEY, J. D., Everything That Linguists Have Always Wanted To

Know About Logic. 2 ed. The University of Chicago Press, 1993.

[72] SUPPES, P., Introduction to Logic. D. van Nostrand, 1966.

[73] RUSSELL, B., A Filosofia do Atomismo Lógico, Lógica e Conhecimento. 1 ed.

Abril Cultural, 1974. (Os Pensadores, 42).

[74] RUSSELL, B., Significado e Verdade. 1 ed. Zahar, 1978.

[75] POPPER, K. R., A Lógica da Pesquisa Cient́ıfica. 2 ed. Cultrix, 1974.

281



[76] LAKATOS, I., , MUSGRAVE, A., A Cŕıtica e o Desenvolvimento do Conhe-
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