Figura 5.3: Autémato finito.

tem como reconhecedor o automato finito da Figura [5.3

O estado S é o estado inicial e o estado F' é o estado final, dada uma palavra,
por exemplo ababa. Esta é lida da esquerda para a direita, simbolo a simbolo.
Quando 1é a¢ a maquina vai para o estado A, quando 1é b vai para o estado B, 1é a
vai para o estado A, 1é b vai para B e finalmente 1é a e termina no estado A. T é

uma armadilha.

A organizacao das linguagens através desta caracterizacao sintdtica é a cha-

mada Hierarquia de Chomsky, que é apresentada esquematicamente pela Figura

5.4l

5.5 Gramaticas Sensiveis ao Contexto

Quando Chomsky introduziu o conceito de gramaticas sensiveis ao contexto,
ele queria capturar a idéia de que em linguagens naturais, certas palavras podem ser,
ou nao ser, apropriadas em determinadas posi¢oes, de acordo com o contexto onde
elas se encontram, isto é, os strings vizinhos a estas palavras. Assim a substituicao
de um simbolo terminal depende de um string de contexto do seu lado esquerdo e

de outro string de contexto do seu lado direto.

Estas mesmas gramaticas sensiveis ao contexto sao suficientes para descrever
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uma linguagem de programacao. Entretanto, na pratica elas nao sao empregadas
porque é melhor usar as gramaticas livres de contexto acrescidas de alguns comple-
mentos, tais como regras para tipagem, para escopo e para mecanismos de restrigao

de acesso (métodos public X private).

Na Secao foi apresentado que gramaticas sensiveis ao contexto G =<
3, L, A, R > sao aquelas que possuem como caracteristica possuir regras « — € R
tais que |a| < |S], onde |a| e |B] representam os comprimentos de « e 3, respectiva-
mente. Existe uma excecao a esta definicao que sao as regras do tipo a — A, cujo
a nao pode estar do lado direito de qualquer producao. As linguagens produzidas
por este tipo de gramatica sao reconhecidas por Automatos Linearmente Limitados.
Nesta secao serao abordados alguns teoremas importantes das gramaticas sensiveis

ao contexto.

Teorema 5.1 Toda gramatica sensivel ao contexto é decidivel.

Seja w € ¥* e |w| = n. Em qualquer derivagao «;,i < n pode-se afirmar com
seguranga que «; # «; para qualquer ¢ < j. Observe que |a;| < n, o que significa
que existe uma quantidade finita de derivacoes , e ainda, que estas seqiiéncias podem
ser geradas por funcoes recursivas primitivas. Por fim, basta verificar dentre todas
estas producgoes qual ¢ aquela que ¢é igual a w. Por outro lado, note que a quantidade
de derivagoes cresce de modo incrivelmente exponencial, o que torna impraticavel

esta determinacao na realidade.

O fechamento de uma operacao sobre um conjunto indica que elementos de
um conjunto operados por este operador resultam em elementos que também per-
tencem ao conjunto. Desta forma, torna-se importante conhecer aquelas operacoes
que asseguram as propriedades de elementos de um conjunto tal como as gramaticas

de modo geral.

Teorema 5.2 As gramaticas sensiveis ao contexto sao fechadas para a uniao, in-

tersecao, complemento, concatenacao, estrela de Kleene e reverso.

Uma linguagem L(G) é definida por todas as sentengas que podem ser deri-
vadas por uma combinacao de passos comecando a partir dos axiomas A, tal como

A = {S}. Suponha também que R = {S — S}. Comegando com S e aplicando a re-
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gra de producao, obtém-se S. Aplicando a regra duas vezes, novamente obtém-se S.
Por indugao, aplicando um numero finito de vezes a regra de producao, continua-se

obtendo S. Desta forma, como nenhuma sentenca é obtida, tem-se que L(G) = {}.

Observe que nao ¢ um requisito de uma linguagem que ela termine. Entre-
tanto, quando se trata de uma producao feita por maquina, torna-se importante
saber que a producao em algum momento ira parar. Uma forma alternativa para
caracterizar que a construgao de uma linguagem termina em algum momento é dizer
que uma gramatica produz linguagens nao vazias. O teorema a seguir estd inserido

neste cenario.

Teorema 5.3 O problema de saber se uma gramatica sensivel ao contexto gera

uma linguagem vazia ¢é indecidivel.

5.6 Gramaticas Livres de Contexto

Na Segao[5.4]foi apresentado que gramadticas livres de contexto G =< X, £, A, R >
sao aquelas onde o — 8 € R tal que o € N, além de possuirem as propriedades de
gramaticas tipo 1. Nesta secao serao observados alguns aspectos importantes sobre

estas gramaticas.

Teorema 5.4 O problema de decidir se uma gramatica livre de contexto é ambigua

é insoluvel.

Tal como foi discutido na secao (5.9} ¢ importante conhecer as propriedades de
fechamento para as gramaticas livres de contexto. Neste sentido, os dois teoremas a
seguir apontam para as operagoes que sao fechadas em graméticas livres de contexto,

e as operagoes que nao sao fechadas.

Teorema 5.5 As linguagens livres de contexto sao fechadas em relacao as operagoes

de uniao, concatenacao e estrela de Kleene.

Teorema 5.6 As linguagens livres de contexto nao sao fechadas em relagao as

operacoes de intersecao e complemento.
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Algumas vezes é necessario ser capaz de avaliar se uma linguagem nao ¢ livre
de contexto, algo que pode ser feito através do pumping lemma (lema do bombe-
amento). Este lema atesta que toda linguagem livre de contexto possui um valor
especial, chamado de pumping length, tal que todas as cadeias com comprimentos
maiores que este valor, podem ser obtidas através de uma espécie de operacao de
bombeamento. Uma cadeia é dividida em cinco partes (tipicamente uvzyz), de tal
modo que a segunda (x) e a quarta (y) partes podem ser repetidas quantas vezes se

desejar, resultando em uma cadeia que ainda pertence a linguagem.

Lema 5.1 [Pumping Lemma para Liguagens Livres de Contexto] Se L(G) é uma
linguagem livre de contexto, entdo existe uma valor p (pumping length) onde,
w € L(G), com |w| > p, entdo w pode ser dividido em cinco partes w = uwvxyz

satisfazendo as condigoes:

(a) parai >0, wizy'z € L(GQ)
(b) lvy| >0
(c) Jvwy| <p

Para entender este teorema, observe que o simbolo inicial S de uma gramatica
(G, cujas regras sao do tipo a — 3, ira derivar uma cadeia com comprimento maximo
|B], isto é:
S = O
~—~—
18]

Duas derivacoes a partir do simbolo inicial S irao produzir uma cadeia com compri-

mento maximo |3|?, isto é:

S=2 0 0O ...0
~— N~~~
18 18l 1

~
|B] vezes

Por inducao, h derivagoes a partir do simbolo inicial S irao produzir uma cadeia
com compri t Axi h Desta fi dei i i t
primento maximo |3|". Desta forma, se uma cadeia possui comprimento

|8|" + 1 é porque ela foi derivada no passo h + 1.

Seja #(N) o nimero de simbolos nao terminais de G. Além disso, assuma

uma valor conhecido com comprimento de bombeamento dado por p = |3[#(M)+1,
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Se w € L(G), |w| > p, entdao a quantidade de passos para produzir w tem que ser
maior que #(N) + 1. Assim, w é derivado com pelo menos #(N) + 2 passos. A
produgao comega com o simbolo inicial S, seguido de pelo menos #(N) + 2 cadeias.
A 1ltima cadeia é w e deve conter apenas simbolos terminais. Todas as demais
#(N) + 1 cadeias possuem ao menos um simbolo ndo terminal, caso contrario, nao
seria possivel realizar a derivacao da cadeia do passo seguinte. Ora, se G possui
#(N) simbolos nao terminais e existem #(N) + 1 produgoes, entdo algum simbolo

nao terminal R tem que ser repetido nas producoes de uﬁ

Se o simbolo nao terminal R serd repetido é porque o conjunto R de regras

da graméatica G precisa ter regras do tipo:

S — uRz
R — vRy

R—zx

A primeira regra de produgao corresponde ao caso mais genérico possivel de cadeia
derivada, onde o simbolo R pode estar cercado por cadeias quaisquer u e z. Em
seguida, se R deve ser repetido, entao a regra mais genérica de producao é derivar
uma nova cadeia, novamente com R cercado por duas outras cadeias, neste caso por
v e y. Por fim, deve haver finalmente uma substituicao de R por uma cadeia x.
Assim, w deve ser da forma w = uvizyi‘z, i > 0, como estabelece a condicao (a) do

lema.

Para ober a condi¢ao (b) é necessério que v e y nao sejam A. Se eles fossem
A, isso significaria que a producao de w nao repetiu R. Isto é uma contradicdao
visto que a construcao de w, por definicao, exige ao menos uma chamada a regra

R — vRy.

Por fim, observe que a quantidade de passos em que R produz vzy é no
méaximo #(N) + 1 vezes. Logo, o comprimento méximo da cadeia produzido por
essas derivacdes é no méaximo |3|#M*! = p e portanto |vzy| < p, o que satisfaz a

condigao (c).

4Este raciocinio utiliza o pigeonhole principle (casa de pombos), que em sua formulagdo mais
simples diz que de n+ 1 pombos ocupam uma casa de pombos com n buracos, entao algum buraco

possui ao menos dois pombos.
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Exemplo 5.14 Seja L(G) = {w = 0°1'2'|i > 0} e seja p o comprimento de bom-
beamento. Tomando w = 0P1P2P, |w| > p, divide-se w em cinco partes, isto é,
w = wvzyz. B necessario que |vay| < p, logo vay ndo pode conter 0 e 2 ao mesmo

tempo.

Supondo que o 0 ndo ocorra em vzy (o caso com o simbolo 2 é andlogo) e
fazendo i = 0, tem-se que o ntimero de 1’s e 2’s em wy = wv’zy’z = urz é menor
que 2p. Além disso, o nimero de 0’s em wy tem que ser p, logo wy ¢ L(G) e L nao

¢é livre de contexto.

Exemplo 5.15 Seja L(G) = {w = 0"10°10°|i > 1} e seja p o comprimento de bom-
beamento. Tomando w = 0P10P107, |w| > p, divide-se w em cinco partes, isto é,
w = wvzyz. E necessario que |vzy| < p e que |vy| > 0. Existe dois casos a serem

analisados: (1) quando vy nao possui 0’s; (2) quando vy possui pelo menos um 0.

No primeiro caso, se vy nao possui 0’s e |vy| > 0, entdao ou v = 1, ou y = 1.
Assumindo que v = 1 (para y = 1 a andlise é andloga), entdo o bombeamento

produziria 1’s contiguos, fazendo com que w ¢ L(G).

No segundo caso quando existe a0 menos um 0 em vy e |vzy| < p. Assim,
vy é pequeno demais para acomodar todos os trés agrupaentos de 0’s presentes em
0P10P10P. Assim, w = uv'xy°z = uxz possui pelo menos um bloco com p 0’s e pelo

menos um bloco com menos de p 0’s. Logo, uwz ¢ L(G).

5.7 Gramaticas Regulares

Na Secao foi definido que gramaticas regulares G =< X, L, A, R > sao
aquelas cujas regras de producao sao da forma A — a, a € TeAe Ne A —

aB, a € T e A B € N, além de possuirem as propriedades de gramaticas tipo 2.

Desta forma, pode-se contruir uma gramatica regular G3 =< X3, L3, A3, R3 >
obtida a partir da concatenacao das gramaticas G1 =< %1, L1, A1, R1 > e G2 =<
Yo, Lo, A2, Ro > tal que L(G3) = {abla € L(G1),b € L(G2)}. Nesta gramatica

tem-se que:
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