
Caṕıtulo 5

Sistemas Formais

A Informática é a ciência do artificial por excelência e, mais ainda, é a ciência

do formal: não existe na história da humanidade nenhum profissional que tenha se

comportado de modo mais formal. Os computadores seguem fielmente regras, e não

admitem exceções; é preciso especificar, codificar, digitar, depurar e, mesmo assim,

o programa pode não funcionar simplesmente porque foi trocado um ‘0’ (zero) por

‘O’ , ou ‘a’ por ‘A’. Depois de semanas buscando erros lógicos, alguém de fora, por

trás dos ombros do programador diz: “Claro que não funciona: você usou

‘1’ e não ‘l’.¨, e então descobre-se que o engano era de natureza apenas formal. O

grande objetivo dos sistemas amigáveis é a eliminação dos erros formais.

Explicar ou definir formal é uma tarefa dif́ıcil e, se for buscado o seu signifi-

cado em um dicionário, encontra-se que:

(0) Formal - do latim formale - relativo a forma.

(1) Forma - do latim forma - Configuração exterior dos corpos; disposição das partes

de um corpo, aparência; feitio de um objeto; modelo; norma.

(2) Forma - do latim forma - molde dentro do qual ou sobre o qual se forma qualquer

coisa que toma o feitio desse molde.

Depois desta consulta, descobre-se que “formal”é definido através de “forma”e

o problema é saber qual a escolha a ser feita: se (1) ou (2), notando-se que há di-
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ferença fonética, ainda que não gráfica entre elas: em (1) a letra “o”é pronunciada

aberta e em (2) fechada.

Então pode-se usar (1) e (2) para melhorar o entendimento de formal. Pois

o próprio conceito definido em (1) deve se encaixar com a “forma”(com “o”fechado)

de um grupo social.

A matemática é considerada como a mais formal das ciências sendo a lingua-

gem formal utilizada pelas outras, pois todos os resultados são baseados em regras e

apresentados por fórmulas. No entanto os formalistas são apenas um grupo dentre

os matemáticos, tendo existido sérias controvérsias com respeito à validade do en-

foque formal. Na realidade, a maioria dos matemáticos desenvolve seus resultados

dentro de um esṕırito informal e intuitivo, mais geométrico que algébrico; e quando

algébrico, se analisado de forma mais rigorosa, pouco formal. De qualquer modo,

a mais formal das correntes em matemática tem feito e faz concessões ao informal.

No que se segue será apresentado que o conceito de formal a ser adotado é extrema-

mente exigente; pode-se dizer que o formal de que se necessita é também mecânico,

completamente dissociado de qualquer intuição ou fatores de natureza cognitiva.

5.1 Sistemas Formais

Nesta seção será definido o que se entende por um sistema formal. Para isto

é preciso esclarecer o que significa alfabeto e palavra, pois o conceito de formal -

e, particularmente sistemas formais - depende da definição e conhecimentos básicos

sobre representação gráfica de śımbolos e a fixação de critérios particulares de sua

aceitação ou definição (recomenda-se ao leitor uma releitura da Seção 2.7). Dá-se o

nome de letra a todo sinal gráfico satisfazendo os seguintes critérios:

1. As letras devem possuir uma estrutura espacial que facilite sua reprodução e

reconhecimento. Por exemplo: �,4, |, ∗. Como contra-exemplo o leitor pode

imaginar figuras complicadas como rubricas pessoais, tais como [\.

2. As letras devem possuir uma estrutura que impossibilite decomposições ho-

rizontais. Assim, “ ||”não seria uma escolha apropriada, pois é composta
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horizontalmente de dois sinais iguais (“|”e “|”); no entanto, “–”e “==”seriam

escolhas adequadas - apesar de poderem ser decompostas verticalmente.

3. Para a construção de alguns sistemas formais, existe a necessidade de um su-

primento infinito de letras, assim deve-se exigir que elas possam ser produzidas

de modo uniforme.

Os elemento de Σ1 = {∗, |} e Σ2 = {�,4,�} satisfazem os critérios (a), (b) e (c)

recém descritos. Alfabetos são conjuntos recursivos de letras.

Expressões, palavras1 ou cadeias são seqüências de letras justapostas hori-

zontalmente, tendo seus limites claramente identificados por interespaço separador

com mesma função que o espaço em branco na escrita convencional. Assim, �4 e

���4 são expressões no alfabeto Σ2.

Alguns autores definem uma cadeia u em um alfabeto Σ como uma função

u : {1 · · ·n} → Σ, onde n é o comprimento de u. Assim, uma cadeia u pode ser

escrita como a1a2 · · · an, onde ai é a i-ésima letra. A cadeia de comprimento 0 é

chamada cadeia nula e denotada por Λ.

A justaposição de duas cadeias é chamada concatenação. Sejam u : {1 · · ·m} →

Σ1 e v : {1 · · ·n} → Σ2, então u _ v (ou simplesmente uv) é definida como:

u _ v : {1 · · ·m+ n} → Σ1 ∪ Σ2

u _ v =

 u(i) se 1 ≤ i ≤ m

v(i−m) se m+ 1 ≤ i ≤ m+ n

O produto de dois alfabetos é dado pela combinação de pares feita entre seus

elementos. Por exemplo, se Σ1 = {∗, |} e Σ2 = {�,4,�}, tem-se que Σ1 × Σ2 =

{∗�, ∗4, ∗ � |�, |4, |�}, e ainda que Σ1 × Σ2 6= Σ2 × Σ1.

1Alguns autores mais rigorosos consideram que palavras são expressões que respeitam deter-

minados critérios expĺıcitos para sua formação. Desta forma pode-se explicitar que o critério de

formação para as palavras em Σ1 seja: as únicas palavras são as expressões onde não apareçam

mais que duas ocorrências sucessivas de ‘*’ e não menos que duas de “|”em seqüência. Utilizando-

se este critério, conclui-se (informalmente) que, ∗∗ ||∗ é uma palavra, e que ∗∗ |∗ não é, pois possui

menos que duas ocorrências sucessivas de “|”.
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A exponenciação de um alfabeto é dada por:

Σ0 = {Λ}

Σ1 = Σ

Σn = Σn−1 × Σ

observe que Σn é o conjunto de todas as cadeias de śımbolos de Σ com comprimento

n.

Por fim, se Σ for um alfabeto, denota-se por Σ∗ o conjunto de todas as cadeias

de Σ, incluindo a cadeia nula, isto é, Σ∗ = Σ0 ∪ Σ1 ∪ Σ2 ∪ · · · ∪ Σn ∪ · · · . Segue-

se que uma linguagem em Σ é qualquer subconjunto de Σ∗. Desta forma, se Σ é

um alfabeto, então qualquer conjunto de expressões em Σ é uma linguagem em Σ.

Assim, por exemplo, L = {�,�4,��,4} é uma linguagem em Σ.

Definição 5.1 Um sistema formal F é uma quádrupla < Σ,L,A,R >, onde:

Σ – é um alfabeto.

L – é um conjunto recursivo em Σ, chamado de linguagem do sistema formal.

A – é um subconjunto recursivo de L, chamado de axiomas

R – é um conjunto recursivo de relações em L

Exemplo 5.1 Seja um sistema formal, onde o alfabeto, as palavras, os axiomas e

as relações estejam definidas a seguir:

Σ = {|, ∗}, L = {Σ∗}, A = {|, ∗}, R = {r1, r2}, onde :

r1 = {< x|, x∗ > |x ∈ Σ∗}

r2 = {{< x|∗, x ∗ | > |x ∈ Σ∗} ∪

{< x| ∗ ∗, x ∗ || > |x ∈ Σ∗} ∪

{< x∗, x|| > |x ∈ Σ∗}}

Definição 5.2 Seja F =< Σ,L,A,R > um sistema formal, Γ ⊆ L. Uma dedução

de α a partir de Γ em F é uma seqüência α1, α2, · · · , αn de palavras de L, tal que:

1. αn é α; e
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2. Para todo j, 1 ≤ j < n, αj ∈ Γ ∪ A, ou existem αj1 , · · · , αjk , ji ∈ {1, · · · , j −

1}, 1 ≤ i ≤ k tais que < αj1 , · · · , αjk , αj >∈ r com r ∈ R.

Se existir uma dedução de α a partir de Γ diz-se que α é dedut́ıvel a partir

de Γ em F . Isto é denotado por Γ`Fα.

Exemplo 5.2 No sistema formal do exemplo 5.1 uma dedução de ∗| é:

| (∈ A)

∗ (< |, ∗ >∈ r1)

|| (< ∗, || >∈ r2)

|∗ (< ||, |∗ >∈ r1)

∗| (< |∗, ∗| >∈ r2)

portanto a seqüência ∗, ||, |∗, ∗| é uma dedução de ∗| onde Γ = ∅, assim ∅ ` ∗|.

Existem várias considerações que devem ser feitas com respeito às compo-

nentes de um sistema formal.

Σ − Os alfabetos dos sistemas formais podem conter vários tipos de letras, assim

em geral devem ser especificados tais tipos de modo não amb́ıguo. Os tipos de

letras correspondem a modos de construir as palavras da linguagem L. Assim

na definição de Σ pode-se ter:

Σ = Σ1 ∪ Σ2 ∪ · · ·Σk

Por exemplo, nos dialetos formalizáveis oriundos de simplificações das lingua-

gens naturais tem-se letras para representar as diversas categorias gramaticais.

É frequente se incluir no alfabeto letras que são auxiliares (variáveis sintáticas)

para representar subclasses da linguagem L.

L − A definição da linguagem pode já necessitar de um outro sistema formal, ou

notações informais para sua especificação detalhada. Note que a exigência

de ser a linguagem um conjunto recursivo não é suficiente quando o sistema

formal visa aplicações. As operações que são utilizadas para os critérios de

construção dos componentes da linguagem devem ser de baixa complexidade.
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A − Existem várias maneiras de se especificar os axiomas de um sistema formal. Se

o conjunto for finito basta uma simples enumeração, no caso de um conjunto

infinito pode-se utilizar um outro sistema formal para sua especificação. É

frequente na literatura a utilização de axiomas esquemas que são bastante

dif́ıceis de serem efetivos nas aplicações computacionais.

R − A definição das regras de inferência é a parte mais complicada de um sistema

formal. As regras de inferência devem ser relações recursivas definidas na lin-

guagem L podendo, portanto, ser bastante complexas para definir e para serem

efetivamente utilizadas. Nos exemplos que serão apresentados se discutirá a

complexidade de tais regras.

Estas observações devem ser levadas em conta quando se deseja ter um sis-

tema formal que possa ser efetivamente utilizado. O desenvolvimento de critérios

para a escolha de um sistema formal entre alternativas de formalização é uma ne-

cessidade pouco estudada. Deve-se acrescentar que os sistemas formais foram in-

ventados com o objetivo de se mecanizar a solução de problemas, principalmente

na matemática tradicional, e que o agente executante das deduções era inicialmente

imaginado como um ser humano treinado como matemático. Hoje deve-se dirigir

os esforços na construção de sistemas formais cujos agentes são de outra natureza,

muitas vezes uma máquina ou sistema de programação.

Na especificação de regras de inferência escreve-se:

α1, α2, · · · , αl
β

, ou α1, α2, · · · , αl → β

significando que < α1, α2, · · · , αl, β >∈ R.

No caso em que Γ ⊆ L = ∅, diz-se que α é um teorema em F . O conjunto

de teoremas de um sistema formal F é denotado por TF , ou simplesmente por T ,

quando é claro a que sistema formal pertencem os teoremas. O conjunto de teoremas

de um sistema formal inclui os axiomas, ou seja, todo axioma é um teorema. Em

geral, o conjunto de teoremas é maior que o conjunto de axiomas, mas é claro que

as regras de um sistema formal podem não ser aplicáveis, e neste caso o conjunto de

teoremas é composto apenas dos axiomas. O conjunto de teoremas pode ser igual à
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Figura 5.1: Derivação de Teoremas.

linguagem, e neste caso dizemos que o sistema formal é inconsistente2. A figura 5.1

mostra a relação entre axiomas, teoremas e linguagem.

Existem três tipos básicos de sistemas formais: geradores, reconhecedores e

transdutores. Os geradores são sistemas formais cujo objetivo é produzir cadeias,

somente a partir dos axiomas. Os reconhecedores admitem outras cadeias como

entradas e verificam se tais cadeias são adequadas, sem produzir cadeias de sáıda.

Por fim, os transdutores transformam cadeias de entrada em cadeias de sáıda.

A seguir serão apresentadas algumas variações dos tipos básicos, que serão

importantes para o entendimento de questões a serem discutidas nos próximos

caṕıtulos.

5.2 Sistemas de Produções de Post

Definição 5.3 Um sistema de produção de Post (SPP ) S é um sistema formal

< Σ,L,A,R >, onde:

Σ É um alfabeto consistindo de dois subconjuntos disjuntos N e T , chamados de

alfabeto não terminal e terminal, respectivamente, onde N = { i |i > 0}

L É o conjunto Σ∗

A É um sub-conjunto de Σ∗, e é dito ser o conjunto de palavras de partida.

2Existem várias concepções da noção de inconsistência. Esta, em particular, é chamada de

inconsistência absoluta [80]
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R É um conjunto de relações binárias em L, que são chamadas de regras de produção.

Cada regra é da forma:

x0
i1 x1

i2 · · ·xn−1
inxn → y0

j1 y1
j2 · · · yk−1

jkyk

,onde i1, i2, · · · , in ∈ N, e j1, j2, · · · , jk ∈ {i1, i2, · · · , in}

e x0, x1, · · · , xn, y0, · · · , yk ∈ (Σ−N)∗

Definição 5.4 Seja S =< Σ,L,A,R > um SPP e α ∈ L uma palavra.

(a) Diz-se que uma regra:

x0
i1 x1

i2 · · ·xn−1
inxn → y0

j1 y1
j2 · · · yk−1

jkyk

é aplicável a α se e somente se:

α = x0zi1x1zi2 · · · xn−1zinxn

,onde zi1 , zi2 , · · · , zin ∈ Σ∗ e se it = is então zit = zis

(b) Se uma regra:

x0
i1 x1

i2 · · ·xn−1
inxn → y0

j1 y1
j2 · · · yk−1

jkyk

é aplicável a uma palavra α = x0zi1x1zi2 · · ·xn−1zinxn então o resultado da

aplicação é a palavra

y0zj1y1zj2y2 · · · yk−1zjkyk

(c) Diz-se α⇒S β se β foi obtida a partir da palavra α pela aplicação de uma regra

r ∈ R.

(d) Diz-se que β é derivável em S a partir de α, o que denota-se por α ⇒∗S β, se

e somente se β = α ou existem β1, β2, · · · , βl tais que βl = β e para todo

i, 1 ≤ i < l βi ⇒S βi+1

(e) A linguagem gerada por S é definida por:

L(S) = {x ∈ (Σ−N)∗|α⇒∗S x, α ∈ A}
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Intuitivamente as caixas im capturam as palavras zim quando a regra é apli-

cada e reproduzem as palavras capturadas por estas caixas na cadeia do lado direito

da regra.

Exemplo 5.3 A regra aa 1 b 2 a→ a 2 ba 1 aplicada à palavra aaabbaa coloca ab na

caixa numerada com 1 e a na caixa numerada por 2 e gera a palavra aabaab. Note

que outra solução seria colocar a na caixa 1 e ba na caixa 2 e o resultado neste caso

seria ababaa.

Exemplo 5.4 Seja S o SPP no qual

Σ = {�, �, suc, S, , }

N = {S, suc, , }

A = {sucx|x ∈ (Σ−N)∗}

R =



suc 1 → S 1 ,

S, 1 → � 1

S 1 �, 2 → 1 � 2

S 1 �, 2 → S 1 ,� 2

A seguir serão exibidas algumas derivações em S:

Axioma Geração Axioma Geração

suc suc⇒ S, suc� suc� ⇒ S�,

S,⇒ � S�,⇒ S,�

S,�⇒ ��

suc� suc�⇒ S�, suc�� suc��⇒ S��,

S�,⇒ � S��,⇒ ��

Pode-se interpretar este SPP como gerando a partir de um axioma suc, onde

n é a representação diádica de um natural no alfabeto {�, �}, a representação n+1.
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As regras de inferência de um SPP podem ser bastante complexas. As

operações básicas são de concatenação, casamento de padrões e substituição. Tais

operações não fazem parte do sistema formal e são de dif́ıcil execução, mesmo quando

o agente é um ser humano bem treinado. O leitor familiarizado com os processos de

análise sintática para a construção de compiladores pode apreciar tais dificuldades.

A complexidade da linguagem L é um fator preponderante tanto para o uso do

casamento de padrões como para a construção das regras de inferência. O leitor

interessado pode consultar Book e Otto [81] que trata dos chamados sistemas de

reescrita.

5.3 Linguagens Formais e Gramáticas

O aprendizado de uma ĺıngua qualquer envolve o estudo da estrutura das

sentenças. A grosso modo esta estrutura é chamada de gramática para a ĺıngua, e sua

apresentação usual é como um conjunto de critérios chamados de regras gramaticais

que definem a corretude das sentenças. A rigor gramáticas são sistemas formais

geradores de linguagens, portanto deve-se esperar que uma gramática construa a

ĺıngua.

Em geral, uma linguagem natural tende a ser muito extensa e complexa.

Duas das atividades dos linguistas são definir com precisão as sentenças válidas

de linguagens e encontrar formas estruturadas de representá-las. Entretanto, há

uma dificuldade para definir completamente estas linguagens. Considere a seguinte

sentença do português: O menino louco pintava o lindo quadro.

Pode-se dizer que a sentença é constitúıda de sujeito “O menino louco- e

predicado - “pintava o lindo quadro”. Estes elementos podem ser mais analisados. O

predicado é constitúıdo de verbo “pintava”e objeto “lindo quadro”. A análise desta

sentença é apresentada na Figura 5.2 e descreve uma representação conhecida como

árvore de derivação sintática. Quando uma sentença produz uma árvore de derivação

válida, diz-se que esta sentença é válida. Contudo, para uma árvore de derivação ser

válida é preciso que ela seja especificada, uma tarefa pouco trivial quando se trata

de uma linguagem natural. Uma tentativa incompleta de formalização das regras
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[6] ISRAEL, D., “Reflections on Gödel’s and Gandy’s Reflection on Turing’s The-

sis”, Minds and Machines, v. 12, n. 2, pp. 181–201, 2002.

[7] SOBRINHO, J. Z., “Aspectos da Tese de Church-Turing”, Revista Matemática
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[12] GÖDEL, K., The Undecidable, chapter On Formally Undecidable Propositions

of Principia Mathematica and Related Systems, New York, Raven Press, pp.

5–38, 1965.

[13] WHITEHEAD, A. N., RUSSELL, B., Principia Methematica. Londres, Cam-

bridge University Press, 1913.
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